Podminéna pravdépodobnost

pi” =P{Xm=] | Xm1=1}
—se nazyva pravdépodobnosti piechodu M. fetézce ze stavu i do stavu j v m-tém kroku.

Matice pravdépodobnosti prechodu v m-tém kroku

— _ m
T = (py), resp. T = (pj; )
— Homogenni Fetézec - nezavisi na umisténi v Case

Nehomogenni Fetézec - zavisi na umisténi v Case

Markovska rovnice

(m) _ (m)__ (n—m)
Py = Zpik Py
k

Maticové vyjadieni Markovovy rovnice:

T™=T"



Definice 1. Necht § = {s;,..., 5} je konetni mno¥ina, [P je matice typu
k x k s nezfpornymi prvky p;; splingici Z;;lp,-,- =lproka3déi=1,.. .k
Posloupnost ndhodnych veli®in X = (Xy, X3, ... ) se nazyvé homogenni Mar-
koviiv fet®zec 3 pfechodovou matici IP jestlize pro kaZzdé n pfirozené a pro
kaZd4 i, 5,9n—1,...,% 2 {1,..., k} plati

P(Xn+1=sj|xn=3inx —1=3in—1l"-|xﬂ=3'l'n)= (1)

= P(Xpi1 = 85 | Xn = 81} = pij,
kde P mnaéi pravdépodobnost.

Pfivlastek homogenni, ze kierého vypljvé, Ze p;; v {1} nezdvisi na n,
budeme déle vynechévat. Rovnosti {1) se ¥ikd Markovskh vlastnost. Lze ji
interpretovat tak, Ze k pfedpovEdi toho, co se stane v &ase n+ 1, stadi uvaiovat

co se stane v &ase n, zatimco ¢asové okamziky 0,...,n — 1 neddvaji Zadnou
dopliinjici informaci. Toto je vlastnost modeli, kterymi se budeme zabfvat
v této kapitole.

Vedle pfechodové matice je dalsi charakteristikon Markovova fetézce po-
¢atedni rozdéleni £, piSeme-li

{(u) — (E&n), ) "Ei(c“))’
kde £™ = P(X, = s;).
V&ta 1. Plati £ = £OP" pro kazdé n plirozené.

Dvikaz: Matematickon indukci. Pro n = 1 vyjdeme ze vztahu

13
P(X;=s)=Y_ P(X;=s; | Xo=8;)P(Xp = 5),

i=1

ktery pfedstavuje pravé j-ty prvek vektorn £ = £(OP, Indukéni krok uzivi
stejny argument: je-li £(" = £@P", potom £t = £MIPp = (Wpnp =
E(O)]P"""'l.

Prvky mocniny P* znafime p,g-'), vzhledem k tvrzeni véty 1 je lze inter-
pretovat jako pravdépodobnosti prechodu fetézce ze stavu ¢ do stavu j v n
krocich.

Definice 2. Rekneme, e stav s; je dosaZitelny ze stavu s;, jestliZe exis-
tuje n pfirozené tak, Ze P(X, = s; | Xo = 8;) > 0. Markoviiv fetézec
je nerozloZitelny, je-li libovolny stav dosaZitelny z libovolného jiného stavu.
Perioda d(s;} stavu s; je definovdna jako nejvétsi spoletny délite]l mnoZiny
fn > l;psz' ) s 0}. Je-li d{s;) = 1 nazjvi se stav s; aperiodicky. Markoviiv
fetézec je aperiodicky jsou-li vechny jeho stavy aperiodické. Jinak se nazfva
periodicky.

Piikilad 1. ZjednoduSeny model pofasi se dvma stavy s; = deStivo®, sz =

SSlunefno® je zalofen na pfedpokladu, Ze pfedpovid na zitfejii den se odviji
od dneéniho dne. UvaZme napi. pfechodovou matici

P=(0o3 o71)

fetézec 5 touto pfechodovou maticl je zfeimé nerozlofitelny a aperiodicky
nebof viechny prvky matice I’ jsou nenulové.



Pfiklad 2. Nezivisle hizite hraci kostkoun, visledky ¥;, i =0,1,... pfedsta-
vuji pofet bodi. Tedy stavovy prostor S§ = {1,2, 3,4, 5,6}. PoloZme X, = Y,
déale .X-"+1 = max{X-;,K-...l}, i= 0,1, .+ » Markovhy fetézec X = (Xn,.Xl, . )
na S neni nerozloZitelny, nebof ze stavu 6 neni dosaZitelny Zidny§ jiny stav
nez opét 6. fikame, Ze X je rozloZitelny.

Pfiklad 3. Uvaime nihodnou prochizku ve vesnici se étyfmi ulicemi, které
tvofi strany ¢étverce. Chodec ve vrcholu &tverce jde s pravdépodobnosti 1/2
vlevo nebo vpravo. Oznafme vrcholy S = {1,2,3,4}, matice pravdépodob-
nosti pfechodu ma tvar

(2)

=
W= Qw~ O
O3 Db
Np= S~ S
S S

Zfejmé viechny stavy jsou periodické s periodou 2 a Markoviiv fetézec na-
hodné prochizky je periodicky.

Véta 2. Necht X je nerozloZitelnyf aperiodickij Markowiv Fetézec, potom exis-
tuje N piirozené tak, Ze p,(-?) > 0 pro kaZdéi,j € {1,...,k} a kaZdén > N.
Ditkaz: Nejdfive ukdZeme tvrzeni v pfipadé i = 7. Pros; € Sbud 4, = {n >
l;pgI BN 0}. Z aperiodicity plyne, ze nejvétsi spoletny délitel A; je roven
jedné. Déle ukéZeme, Ze A; je uzaviend vii¥i séiténi. Tyto dvé vlestnosti jiz
podle znémého lemmatu z teorie Zisel (Brémaud, 1998, Appendix) maji za

nésledek existenci M; ptirozeného tak, fe pi’ > 0 pro ka#dé n > M;. Budie
tedynme 4, je P(X,=8; | Xo=8)> 08 P(Xpym =8| Xn=383) > 0.
Odsud s vyuditim Markovské vlastnosti

P(Xoim =38 | Xo =38} 2 P(Xppm = 8, Xn = 3: | Xo=33) =
=P(Xppm =8| Xn=8)P(Xpn=8; | Xo =8} >0,
takie n +m € A;, coi je uzavienost A, vidi séitdni. Polofme M = max{M,,

ooy M}

Bud nynf i # j, 2 nerozlofitelnosti plyne existence n;; pfirozeného tak, Ze
pg;-"") > 0. Paloime Nj; = M +ny;. Pro kazdé m > Nj; je podobmé jako vide
P(Xm=aj|X0=3{)2P(Xm=3jsxm—m, =84|X0=3£)=

Tvrzeni vEty nyni plyne pro N = max{N;;:4,5 € {1,...,k}}.



