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"Queuing with Impatient Customers and Indifferent Clerks”
{The titie of Barrer’s article in Opns. Res., 5, 1957, 644-649)

Roses are red:
Violets are blue

I X is big,
Then u isteo !
(Student sayings)

4. SYSTEMY HROMADNE OBSLUHY

1. VODNI POZNAMKA:

L. Teorie hromadné obsluhy, nebo téZ tzv. teorie front se zabyva studiem systémd, ve
kterych dochézi k procesiim obsluhy mezi zikazniky a obsluhujicim centry; pfitom
pojmy "zdkaznik” a "obsluha" je tfeba chapat velmi Siroce. Zakaznikem milse byt
Clovek, vyrobek, instituce, plocha pilidy, Zivodich, nebo jakykoliv prvek; ktery
vyZaduje provedeni n¥jaké operace. Podobné obsluhou miZe byt obchod, stroj, &lovak,
instituce, servis, zkratka jakékoliv zafizeni, které je -schopno poZadovanou operaci
provést. _

2. Teorie hromadné obsluhy vyufivd poltu pravdépodobnosti, statistiky,
matematické analyzy.

3.V tomto textu se uvadéj{ zdkladni informace o nejjednodussim systému hromadné
obsluky, jeho¥ analyza je zaloZena na aplikaci Markovskych procesil.

2. ZAKLADNI rOIMY:
1) Na obr. §. 1 je schéma modelu systému hromadné obsluhy
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Obr. 1: Z4kladn{ schéma modelu hromadné obsluhy.

Ze zdroje vstupuji zakaznici do systému, ktery se sklada z fronty a obsluhujicich
stfedisek. Zakaznik, ktery v okamZiku vstupu do systému nenalézd volné stiedisko
obsluhy, geka ve fronté na jej{ uvolndni. Zakaznik mie byt netrpélivy a opustit frontu,
aniZ se dockal obsluhy. -
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2) Cilem analyzy modelu hromadné obsluby je sladéni funkce jeho sloZek, pii
kterém se dosahuje maximalniho efektu pfi provozu systému; efekt je zpravidla
vyjadfen néjakou fumkei maximalizujici zisk, nebo minimalizvjici ztraty, vzniklé v
disledku ¢ekani zdkaznikh ve fronté a prostoji obsluhy.

3) Pfi analyze a optimalizaci systémi hromadné obsluhy se setkdviame s fadou
standardnich specidlnfch termind, poimfi a symbolfi, které jsou &asto pouZiviny v
riznych vyzmamech; v nasledujicim pfehledu jsou vyznadeny terminy, které budeme
déle v uvedeném smyslu pouZivat:

Zkarnfk - jednotka - prvek - pozadavek.

Centrum obsluhy - obsluha - kandl! obslulty - misto obsluhy.

Zdrof - mnoZina jednotek - mnoZina pozadavki - definiéni obor systému.
Obsluha - odbaveni - vybaveni - vyfazeni - obslouZeni.

Pofadi pii vybéru do obsluhy - prierita - preference - reiim obsluhy.
Chovdni jednotek ve front® - disciplina - reZim fronty. _

4) V praxi se vyskytuje znatné mnoZstvi rizngch typl modeld hromadné obsluhy,
jejichZ klasifikace je odvisld od vlastnosti prvki: jednotek, zdroje, kandli obsluhy,
priority, discipliny. V teorii hromadné obsluhy se uZivaji nasledujici standardni pojmy:
Otevieny systém: zdroj obsahuje nekoneéné mnoho jednotek (v praxi je vhodné n&kdy
povaZovat za otevieny i systém, jehoZ zdroj obsahuje velké mnoZsivi jednotek).
Podstatna vlastnost otevfeného systému: jednotky se nevraceji po ukoneni obsluhy
zpét do zdroje. _ S
Uzavieny systém: Zdroj obsahuje konedny poéet jednotek. Podstatma vlastnost
uzavieného systému: jednotky se vraceji po ukonZeni obsluhy zpét do zdroje .

Vstupni potok jednotek: Deterministickd, nebo nshodné fada okamzikd, ve kterych
jednotky vstupuji do systému. Deterministiky potok - vzdalenosti mezi-vstupy dvou po
sob€ vstupujicich jednotek jsou pevné, deterministické hodnoty. Nédkodny potok -
vzdalenosti mezi vstupy dvou po sob¥ vstupujicich jednotek jsou nahodng dlouhé; v
tom p¥ipadé je tfeba popsat je pomoci funkee rozdéleni odpovidajici ndhodné velidiny s
pfistuSnymi charakteristikami (zpravidla primer a rozptyl).
Mira netrpélivosti jednotky: ¥ to (zpravidla nahodna) velitina v, popisujici disciplinu
jednotky; vyjadiuje dobu ochoty ekat ve fronté na obsluhu. Je-li v = 0, jednotka je
absolutné netrpéliva, neni-li' v okamZiku jejiho vstupu do’ systému obsluha volnd,
odpada ze systému (tzv. Erlangiiv. systém). Je-li v = <o, jednotka Seka na uvolnéni
kanalu obsluhy neomezeng dlouho. Miru netrpélivosti v je tfeba popsat pomoci
funkce rozdéleni odpovidajici nahodné veli¢iny s pfisluinymi charakteristikami
(zpravidla priimér a rozptyl). -
Erlangitv systém: Mira netrpélivosti v = 0. Typickym pifkladem jsou telefonni
ustfedny - je-li obsazeno, u#ivatel telefonu zavisi.
Odpadnruti ze systémuw: Jednotka odchéz{ neobslouZena, protofe se nedockala
uvolnéni kandlu obshuhy v disledku své netrp&livosti,
Priorita: Pravidla, podle kterych jsou Eekajici jednotky vybirany z fronty do obsluhy:

FIFO - first imput, first output - v pofadi pfichodu (tedy bez priority).

- LIFO - last imput, first output - reciprok4 priorita (napf. ve skladech a
zésobnicich, kde zboZi posledng uloZené, odchdzi jako prvni).
RANDOM - nahodny vybér, napt. losem.
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Bodova preference - jednotka je vybavena bodovym hodnocenim, které

vyjadiuje jeii dbleitost, cenu, atp.
Intenzita vstupu: Primémy polet jednotek, které vstoupi ze zdroje do systému obsluhy
2a gasovou jednotku. U Markovskych systémi je standardn® oznafovéna symbolem A .
Intenzita obsluhy: Primémy pofet jednotek, které obslou kanal obsluhy za &asovon
jednotkn. U Markovskych systémi je standardng oznalovana symbolem p .
Vistupni potok: Bodova fada okamziki, ve kterych jednotky opoudtdji systém po
skondeni obsluhy; zpravidla ckamZiky ukongeni obsluhy jednotek v kandlech obsluhy.
Kendalova Klasiftkace: Systém hromadné obsluhy je popsan symboly X/Y/S/F, kde

X - Symbol vstupnihe potoka (M = Markovsky (intervaly mezi vstupy maji

exponenciélni rozdéleni; D = deterministicky vstup).
Y - Symbol intenzity obsiuhy (M = Markovsky (intervaly mezi vystupy
jednotek z obsluhy maji exponencialni rozd&lend).

S - Pocet kanali obsluhy.

F - Sybol typu fronty (FIFO, LIFQ, ... ).
Pravdépodobnost p, : Pravdépodobnost, Ze v systému je pravé n jednotek (tfeba si
uvédomit, Ze je-li napf. v systému s jednim kandlem obsluhy pravé k jednotek, potom
je jedna z nich v obsluze a zbjvajicich k — 1 ve front¥). Pravd&podobnost p, byvé
uréovana v systémech hromadné obsluhy jako zékladni charakteristika, pomoci ni¥ se
odvozuji dal3f charakteristiky efektivnosti systému; mezi nejdaleiedj$i pati:
pravdépodobnost, Ze v systému neni Z4dn4 jednotka
primeérny podet jednotek v systému
¢ prim&my pocet jednotek ve front& (tzv. délka fronty)

Bt T

-1
[

primérna doba, kterou jednotka stravi v systému (front® a obsluze)

1y primemA doba, kterou jednotka dek4 ve fronts

3. OTEVRENY SYSTEM M/M/1:

3.1. Zdkladnt pojmy a symbolika.

Systém M/M/1 mé4 jeden kanal obsluhy, vstup i obsluha jsou markovské. Jednotky
vstupuji z nekonegného zdroje, mira jejich netrpélivosti je rovna v = o0, 1. jednotky
¢ekaji na obsluhu libovolng dlouho, neodpadévaji ze systému v diisledku netrpélivosti.
Po skonenf obsluhy s¢ jedniotka do zdroje nevraci.

Intenzjta vstupu je A, intenzita obsluhy je 1.
3.2, Matice pravdépodobnasii pfechodu,

Oznaéme E, stav, ve kterém je v systému (ve front€ a obsluze) pravé n jednotek.
Zdroj je nekoneény, systém ma nekonen® mnoho stavi, . n= 0,1,2, ... n, ... .

Oznalme jako pn(t) pravdépodobnost, Ze v okamZiku t je v systému pravé n
jednotek.

Necht dt je velmi maly interval Sasu. Potom A dt je pravdépodobnost vstupu a udt
pravdépodobnost obsluhy jednotky b&hem intervaiu détky di .
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Stav Ei,1=0,1,2,... miZe b¥hem intervalu'dt prejit do stavs. Epu,
k=20,1,2, ...; protoZe je ale okamZik dt velini maly pfechody mohou existovat jen
mezi sousednimi stavy, tj. nenulové pravd&podobnosti mohou byt pouze u prechodii
mezi stavy E; —>» Bi, E;=> B .
Eq — Eo : V systému neni Zadnd jednotka a po uplynuti doby dt tam ma byt opét
Z4dna jednotka. Tohoto stavu lze dosdhnout jen tim zptisobem, %e ¥4dna jednotka
nevstoupi, tj. s pravdépodobnosti 1 A dt.

Zména stavu Pravdépodobnost pfechodu
Ey, = Ey 1- Adt
By = E; Ade
E. - E (1- A duy(pds) = pdt
E, »E n21 (1 =2 dB)(1 — udt) + & dt pdt =1 A di— pdt
E, 5E, n21 (=4 dt) pdt = pdt
F.— B 021 Adt(1-pdy= Adt

Ep — Ey: Stavu E; Ize z nulového stavu dosdhnout jeding tak, Ze do systemu vstoupi
jedna jednotka, tj. s pravd&podobnosti A dt.

E; — Ep: Z4dné jednotka névstoupi a zaroven jedna bude béhem doby dt obslouZena.
Oba pfipady musi nastat zéroved, tedy s pravdépodobnosti (1 — Adtudt = pdt —
A udt?; soutin A ndt’ je velidina nckoneéné mals vzhledem k "di" a proto ji miZeme
zanedbat. :

Ei—=E,, n 2 1 :V tomto pfipad® jsou v systému pitomny jednotky a jedna z
ptitornych je nuin€ v obsluze. Stavu lze dosdhnout dvéma vylutujicimi se zplsoby:
(1) Z4dné jednotka nevstoupi a ?adn4 nebude obslou¥ena, nebo (ii) jedna vstoupi a
soutasn¢ jedna bude obslouZena. Vyslednd pravdépodobnost bude soudtem obou
diléich pravdépodobnosti (1 -- A df) (1 - pdf) + A dt pdt =1 — pdt — Adt + A pdf® +
Apdt=1-)dt— pdt, kdyZ zanedbame nekonedn® malé vyrazy se &tvercem dt’ .

Ei = Epy,n 2 1 : Jedind moZnost - #adni nevstoupi a zérovell jedna bude
obslouZena, tj. (1 — A dtypdt = pdt — A pdt* = pdt .

Ex > Ent1, n 2 1: Jedind meZnost - jedna jednotka vstoupi a 7adné zaroveil nebude
obslouZena, tj. A dt (1 — pdt) =L dt— A pd® = A dt.

Matice pravdépodobnost! pfechodu T ma nekone&né mnoho fadki a sloupct:

1-Adt Adt 0 0 0
pdt 1-( A+ w)dt Adt .
0 udt A +wdt A dt
0 0 pdt 1~( A +uyde A dt




Systém hromadné obsluhy M/M/1 m4 intenzitu vstupu A a intenzitu obsluhy p. Potom podil

p=A/p

nazyvame intenzitou provozu systému hromadné obsluhy typu M/M/1.

Charakteristiky systému M/M/1:

Necht’ systém hromadné obsluhy M/M/1 ma intenzitu vstupu A a intenzitu obsluhy p. Necht
intenzita provozu systému je p =1/ p a plati p < 1, tj. A < . Systém ma nasledujici
charakteristiky (ukazatele efektivnosti):

1. Pravdépodobnost, Ze v systému (ve fronté a v obsluze) je prave k jednotek
P {n=kj =pc=(1-p)p"

2. Pravdépodobnost, Ze v systému (ve fronté a obsluze) je alespoii jedna jednotka
P{n>0}=1-po=p

3. Pravdépodobnost, ze v systému (ve fronté a obsluze je vice nez N jednotek
P {n>N} = pN+1

4. Pravdépodobnost, Ze jednotka bude ¢ekat ve fronté nulovou dobu
P{n=0}=pp=1-p

5. Primérny pocet jednotek v systému (ve fronté a obsluze)
E {n} =po=p/(1-p)

6. Primérny pocet jednotek ve fronté (primérna délka fronty)
E {n¢} =ne=p’/(1 - p)

7. Primérna doba stravena jednotkou v systému (ve fronté a v obsluze)
E {t} =t.=1/(n-2)

8. Primérna doba stravena jednotkou ve fronté
E {tr} =tr=Mp(n-2)

9. Primérna doba obsluhy
E {ts} =ts=1/n



