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Obsah rovinného Gtvaru

Uvazujme funkci f, ktera je nezaporna a spojitd na uzavieném intervalu
(0,1). Chceme urcit obsah rovinného atvaru M ohraniceného shora grafem
funkce f (tj. kfivkou o rovnici y = f(x), x € (0, 1)), zdola osou x, zleva
osou y a zprava primkou o rovnici x = 1.
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Myslenka vypoctu obsahu.

Rovinny atvar M nahradit jednodussim atvarem, jehoz obsah umime
vypocitat, a navic takovym, ze se jeho obsah pfilis nelisi od obsahu P(M)
atvaru M.

Rozdélme interval (0, 1) na nékolik dilka délicimi body
X0y X1, -+, Xn € (0,1), n € N, pficemz klademe xo =0 a x, =1, tj.

O0=x0 <x1 <+ < Xp_1 <Xxp,=1,

a uvazujme rovinny atvar @, ktery je sjednocenim obdélnikd se zakladnami
(xi—1,x;) a s vyskami délky f(c¢;), kde ¢; jsou vhodné vybrané body

z prislusnych intervald (xj_1,x;), i =0,1,..., n. Obsah P(Q) atvaru Q
jsme schopni diky znalosti obsahu obdélnika vypocitat presné, je totiz

P(Q) = f(a) (1 — x0) + f(c2) (2 — x1) + -+ + f(cn) (Xn — Xn—1).
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Volime-li ¢; tak, ze
f(c)= min f(x), ie{l,...,n}
XE(Xj—1,X;)
je prislusny atvar Qmin vepsany mnoziné M. Volime-li ¢; tak, ze
f(c)= max f(x), ie{l,...,n},
XE(Xj—1,Xi
je pfislusny atvar Qmax opsany mnoziné M, pficemz pro obsahy plati

P(Qmin) < P(M) < P(Qmax)

Nahradime-li pfesny obsah P(/\/I) Cislem P(Qmin) nebo P(Qmax) ,
dopoustime se chyby, ktera je nejvyse P(Qmax) — P(Qmin)-
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Déleni intervalu

Definice.

Dan uzavreny interval (a, 3). Mnozinu bodi
D = {xo,x1,...,xn} C (e, 3)
spliujici podminku
a=x<x31<- - <Xp_1<Xp=0

nazveme délenim intervalu (o, 3). Norma déleni D je &islo v(D), které je
rovno nejvétsi vzdalenosti dvou sousednich bodii déleni D, tj.

D) = i — Xi—1)-
AP) = o i o6 = i-1)
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Definice. (Riemanniv integral)

Necht f je omezena funkce na uzavieném intervalu (o, 3). Rekneme, Ze
funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu (a, (3), existuje-li
takové Cislo R, ze ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro libovolné
déleni D intervalu («, 3) s normou (D) < ¢ a pro libovolna &isla
¢ € (xi—1,x;), i =1,2,...,n, plati

|IR—P(Q) <e,
kde
~ P(Q) = f(a1) (= x0) + f(e2) (2 — x1) + - -+ + F(cn) (Xo — Xn—1).-
Cislo R nazveme Riemannovym urcitym mtegralem funkce f na intervalu
(a, B). Piseme

fﬁ ) dx =
Pokud zadné cislo R uvedenych vIastnost| neeX|stuje, fikame, Ze funkce f
nema na («, ) Riemanniyv integral.
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Existence a vypocet Riemannova integralu

Véta. (Riemannovska integrovatelnost)

Je-li funkce f spojita na uzavieném intervalu («, [3), pak je také
riemannovsky integrovatelna na intervalu (a, [3).

Véta. (Newtonova-Leibnizova formule)

Necht funkce f je riemannovsky integrovatelna na uzavieném intervalu
(o, B) a necht existuje funkce F, ktera je primitivni funkci k f na («, 3).
Potom plati rovnost

B
/ f(x)dx = F(B) — F(«). (1)

(Rovnost (1) se nazyva Newtonova-Leibnizova formule.)

|

Poznamka.

Urcity integral je mozno také definovat pomoci (1). Takovy integral se
nazyva Newtoniv urcity integral.
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Umluva

Necht o > 3, pak vzhledem k (1) klademe

/Bf(x)dx=—/af(x)dx,
o B

dale klademe
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Zakladni vzorce pro vypocet urcitého integralu

Veta., |

Necht a < v < 3, ¢ € R. Potom plati rovnosti

B
cf(x)dx = c/f(x)dx

(F(x) £ g(x)) dx (ff /(@w,

o

/ﬁ f(x) dx = ] F(x) dx + / £(x) dx,

«

pokud urcité integraly na obou stranach rovnosti existuji.
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Oznaceni

Pro &islo F(3) — F(«) na pravé strané rovnosti Newtonovy-Leibnizovy
formule (1) budeme pouzivat nasledujici znaceni

F(8) — F(a) = [F(x)]?

Véta. (Metoda per partes pro urcity integral)

Necht funkce u, v maji spojité derivace u’, v' na uzavreném intervalu
(a, B). Potom plati rovnost

8 B
/ u(x) V' (x) dx = [u(x) v(x)]” / u

A,
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Véta. (Substituéni metoda pro urcity integral)

Necht f je funkce spojita na intervalu (A, B). Necht g je funkce, ktera ma
spojitou prvni derivaci g’ na intervalu (o, 3) a plati

g(x) € (A, B) pro vsechny body x € («, 3).
Potom plati rovnost

g g(B)
/ f(g(x)) &'(x) dx = / f(t) dt.

g(e)

Pozor!

| A

Pfi substituci v urcitém integralu a pfi zaméné mezi se nevracime k
ptivodni proménné jako u neurcitého integralu.
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