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Finanéni model

Uvazujme finan¢ni model pohybu penéz na Gétu:

R arok (konstanta)

C + Dx | vklad na acet v case x (C, D konstanty)

X Cas (proménna)

Yo mnozstvi penéz na uctu v Case x = 0 (konstanta)
y mnozstvi penéz na Gctu v Case x (hledana funkce)

Prislusny matematicky model je urcen diferencialni rovnici s pocatecni

podminkou:
y'=Ry+(C+Dx), y(0)=y.

Resenim je funkce:

_( +£+2)6Rx_ﬂ_£
y=\WT R R R RZ"

Uvedena rovnice je linearni diferencialni rovnici 1. radu.
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Linearni diferencialni rovnice fadu n

Uvazujme diferencialni rovnici
vy £ ai(x)y" Y a1 (X) Y+ an(x) y = D(x), (1)

kde, n e N, y(m y(=1) '/ isou derivace neznamé funkce y
(proménné x), a1, ap, ..., an, D jsou dané funkce (proménné x).

Reseni rovnice (1).
Funkci ¢ nazveme resenim rovnice (1) na intervalu (o, (3), jestlize ma
vlastni derivace ¢/, ¢”, ..., o{" ve viech bodech intervalu (a, 3) a

P (x) + a1(x) 94D (x) + -+ + an_1(x) (%) + an(x) p(x) = D(x) (2)

ve viech x € (a, 3).
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Existence a jednoznacnost reseni

Véta. (O existenci a jednoznacnosti resen)

Necht ai, ap, ..., an, D jsou spojité funkce na intervalu (c, (3). Necht jsou
déna cisla s € (o, 3), Yo,¥1,---,Yn—1 € R. Potom Cauchyova dloha pro
diferencialni rovnici (1) ma jediné reseni ¢ na intervalu («, [3), které
spliuje pocatecni podminky

es)=yo. &)=y, -..s " I(s)=yn1. (3)
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Disledek. (Tvar obecného feseni linearni rovnice)

Necht ai, as, ..., an, D jsou spojité funkce na intervalu («, 3). Kazdé reseni
© nehomogenni rovnice (1) ma tvar

@ =1+ o, (4)
kde 1 je Feseni homogenni linearni rovnice
Y + a1y 4+ a1 (x) Y + an(x)y = 0 (5)

a po je (pevné) reseni rovnice (1). Obecné reseni i) homogenni linearni
rovnice (5) na («, 3) ma tvar

P(x) = crhi(x) + 2 a(x) + - + ¢ Pn(x), (6)
kde 11,15, ..., 1, jsou linearné nezavisla reseni rovnice (5) na intervalu
(a,8) (tj. pokud 1)(x) =0 ve vSech x € («, 3), pak
a=c=---=c,=0)a Jsou libovolné realné konstanty.

v
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Strategie nalezeni feSeni linearni diferencialni rovnice

Pri feseni linearni diferencialni rovnice postupujeme ve dvou krocich:
@ Vyiesime homogenni linearni diferencialni rovnici (5), tj. nalezneme jeji
obecné feseni (6).

@ Nalezneme (uhodneme) jedno FeSeni nehomogenni linearni diferencialni
rovnice (1).
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Linearni rovnice 1. radu

Budeme uvazovat rovnici (typu (1)) pro n =1 ve tvaru
y'=a(x)y + b(x). (7)
Prislusna homogenni rovnice (typu (5)) pak je
y'=a(x)y,
coz je rovnice Fesitelna separaci proménnych. Jejim resenim je funkce
P(x) = cihi(x)

(typu (6)), kde c je libovolna reédlna konstanta.
Obecné feseni ¢ =19+ ¢ (typu (4)) nehomogenni rovnice (7) pak
nalezneme metodou variace konstanty, ktera spociva v tom, ze ho hledame

ve tvaru

p(x) = c(x) ¥r(x),

kde c(x) je funkce proménné x.
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Linearni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Jedna se o rovnici:
Ay" + By + Cy = D(x), (8)

kde A,B,C € R, A+# 0, jsou konstanty a D je funkce proménné x.
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Nejdfive urcime feseni ¥ (x) = c1 ¥1(x) + 2 2(x)  (typu (6)) pfislusné
homogenni rovnice

Ay"+By +Cy=0. (9)
Uvazujme kvadratickou rovnici (tzv. charakteristicka rovnice)
Ak +Bk+C=0. (10)

Necht D = B? — 4AC je diskriminant rovnice (10).

Q Jeli D > 0, rovnice (10) ma dva riizné realné kofeny ki, kp. Pak
Y1(x) = ef1X yhy(x) = ekex.

@ Jeli D =0, rovnice (10) ma jeden dvojnasobny realny kofen k. Pak
P1(x) = ek*, aho(x) = x ek,

@ Jeli D <0, rovnice (10) ma dva riizné (komplexné sdruzené) koreny
ki=p+iq, ko =p—igq. Pak

P1(x) = eP* cos(gx), a(x) = €eP* sin(qx).
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Nehomogenni rovnice se specialni pravou stranou

Obecné feseni ¢ = 1) + ¢g (typu (4)) nehomogenni rovnice (8) budeme
hledat pouze pro specialni pravou stranu

D(x) = e¥* (P1(x) cos(bx) + Pa(x) sin(bx)), (11)

kde a, b € R, Py, P> jsou polynomy stupné nejvyse m.
Partikularni feSeni ¢ nehomogenni rovnice (8) s pravou stranou tvaru (11)
budeme hledat ve tvaru

@o(x) = x"e?* (Q1(x) cos(bx) + Qa(x) sin(bx)), (12)
kde r je nasobnost kofene k = a + i b v charakteristické rovnici (10),
Ak?*+Bk+C=0,

a Q1, 9> jsou polynomy stupné m.
Potom (viz (4))

Y =1+ o= 11+ Y2+ po.
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