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Co je diferencialni rovnice?

Za diferencialni rovnici povazujeme rovnici, v niz neznamou je funkce.
Navic dana rovnice obsahuje derivace neznamé funkce a pfipadné

i samotnou neznamou funkci. Je zvykem v takové rovnici znacit neznamou
funkci (proménné x) symbolem y, derivace neznamé funkce pak symboly
y', y" atd.

My se omezime na diferencialni rovnice 1. a 2. fadu, coz jsou rovnice
obsahujici 1. derivaci y’, pripadné 2. derivaci y”, neznamé funkce y.
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Logisticka rovnice

Uvazujme biologicky model riistu populace v prostredi s omezenymi zdroji
potravy. Predpokladame, Zze populace nema v daném prostfedi zadné
pfirozené nepratele.

k | konstanta plodnosti

L | mnozstvi populace, pro které je potrava (konstanta)
x | €as (proménna)

Yo | mnozstvi populace v ¢ase x = 0 (konstanta)

y | mnozstvi populace v Case x (hledana funkce)

Prislusny matematicky model je urcen diferencialni rovnici s pocateéni
podminkou:

I — — X =
y' = ky(l L), ¥(0) = yo.
Resenim je funkce:

Y= Lyo
yo+ (L — yo) e kx
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Graf logistické funkce

= Lyo
T vo+ (L — yo)e

4

x¥
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Mame

odkud

1 1 o) — Ly'(x)  _
(y&Y+L—M@)y() y(x) (L= y(x)) “

Nyni integrujeme [ --- dx:

|n<L{(;2X)) = /(y(lx) + L—ly(x))y/(x) dX:/k dx = kx + C
y

y(x) =
substituce: | y'(x) dx=dy | = [ (2 + Li_y) dy =Iny —In(L—y)=In (Li—y)
tj. y'(x) = &
Vyjde
y(X) _ ekarC —C ekx
L—y(x) ’
tedy
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Vyslo

(x) = Cy L ekx
Y = 11 ek
Dale plati
GL
p— 0 = —-————

odkud y(1+G)=GL = G(l-y)=yw = G=2.
Potom

Yo | ekx L kx L
[— Yoé Yo
y(x)=—>

Sl 2e Ly ek yo+ (L—yo)e R
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Diferencialni rovnice 1. fadu a jeji reseni

Rovnice 1. radu.

Jedna se o diferencialni rovnici

y/:]:(x,y), (1)

kde F(x,y) je dana funkce dvou proménnych.

Definice. (Reseni diferencialni rovnice)

Rekneme, Ze funkce ¢ definovana na otevieném intervalu (a, b), je fesenim

diferencialni rovnice (1) na intervalu (a, b), jestlize ve viech bodech

x € (a, b) ma vlastni derivaci ¢/(x) a pro kazdé x € (a, b) plati rovnost
(%) = F(x,9(x)).

(Pojem feSeni je mozné zavést na uzavieném nebo polouzavieném intervalu,

potom v krajnich bodech uvazujeme pfislusné jednostranné derivace.)
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Cauchyova aloha pro diferencialni rovnici 1. fadu

Definice.

Pojem Cauchyova aloha (nebo také pocatecni tloha) pro diferencialni
rovnici (1) oznacuje tlohu

{ y' = Flxy),
y(x) = .

Jejim feSenim je feseni o, které spliuje pocatecni podminku
¢(x0) = yo,

(nutné [xo, yo] € D(F), tj. F(xo, o) ma smysl). Jinymi slovy, jedna se
o feseni ¢, jehoz graf prochazi bodem [xg, yo].
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Logisticka rovnice je specialnim pfipadem separovatelné rovnice

y' = f(x)g(y). (2)

Reseni separovatelné rovnice

@ Derivaci y’ zapiseme ve tvaru y/ = %, ziskanou rovnost formalné
vynasobime symbolem dx, vydélime ji vyrazem g(y) a k obéma
stranam pripiseme symbol |.
dy dy dy
T = H(980) > 5 = ) dx = / 5= [ feex

@ Vypocitame-li neurcité integraly na obou stranach, dostaneme
G(y) = F(x) + C, odkud pak vyjadiime y pomoci x, tj.
pry= G_l(F(X) + C).

© Vyslednou funkci ¢ dosadime do rovnice (2) a urcime, na kterém
intervalu je feSenim rovnice (2).

© Ma-li funkce g nulovy bod xg, tj. g(xp) = 0, je konstantni funkce
©s 1 ¥ = X také feenim rovnice (2) na kazdém (a, b) C D(f)
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Reseni homogenni rovnice

PFi reSeni rovnice

y=F(%) 3)

X

<

pouzijeme substituci |z = = |, tj. za y a y’ dosazujeme

y =x2z, y’:z—i—xz'.

Po dosazeni do rovnice (3) a jednoduché apravé vyjde

coz je separovatelna rovnice typu (2).
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