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Budeme probirat tato témata

@ Vektorové prostory

@ Ortogonalita, homogenni soustavy linearnich rovnic
© Nehomogenni soustavy linearnich rovnic

@ Maticovy pocet

© Determinanty
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Uvazujme soustavu linedrnich rovnic:

x 4+ 2y — z =1
2x + b5y
3x 4+ 6y — 2z = 6

(1)

Vyfiesit soustavu (1) znamena najit isla x, y, z, kterd vyhovuji vsem tfem
rovnicim této soustavy.
Je jasné, ze
@ vynasobenim kterékoliv z rovnic soustavy libovolnym realnym cislem
r # 0 nebo
@ zaménou rovnic mezi sebou nebo

© nahrazenim libovolné z rovnic soustavy souctem této rovnice s jinou
rovnici soustavy

ziskame soustavu s piivodni soustavou ekvivalentni.

Pomoci uvedenych operaci se budeme snazit ziskat ze soustavy (1)
soustavu, kterda ma v kazdé nasledujici rovnici zleva alespon o jednu
neznamou méné nez v predchozi rovnici.
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Konkrétné soustavu (1):

x + 2y — z =1
3x 4+ 6y — 2z = 6

©o

upravime takto:
@ pricteme (—2)-nasobek 1. rovnice ke druhé rovnici,
o pricteme (—3)-nasobek 1. rovnice ke tfeti rovnici .

Dostaneme tak soustavu

X + 2y — z =1
y + 2z =7
z =3

Z posledni rovnice je ihned z = 3. Dosazenim za z do druhé rovnice
vyjde y =7 —2z=7—6 =1 a kone¢né dosazenim obou hodnot do prvni
rovnice mame x =1 — 2y +z=1—2+43 = 2. Vidime tedy, ze trojice
(x,y,z) =(2,1,3) je feSenim nasi soustavy.
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Maticovy zapis soustavy

Vsechny rovnice v soustavé jsou ve tvaru, kdy stejné neznamé jsou zapsany
pod sebou, takze tpravy, které jsme provadéli s jednotlivymi rovnicemi,
staci provadét pouze s koeficienty v téchto rovnicich. Soustavu mizeme
zapsat do matice:

1 2 -1]1
2 5 0|9 ]. (2)
3 6 —2|6

Ekvivalentni Gpravy, které jsme provadéli s rovnicemi soustavy (1)
mizeme analogicky provadét s radky matice(2). Predchozi postup je
mozné maticové zapsat takto:

1 2 -1]1 1 2 -1]1
2 5 0|9 ~ o 1 2|7
3 6 2|6 0O 0 1|3

Symbolem “~" zna&ime ekvivalenci soustav (tj. ekvivalenci pfislusnych
matic).
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Dale si vsimnéme, ze soustavu (1) je mozné zapsat jesté jinym zpisobem,
totiz jako rovnici

1 2 -1 1
x| 2 |+y| 5 |+z 0 ]1=129
3 6 -2 6

Vyuzijeme-li toho, ze trojice (x,y, z) = (2,1, 3) je feSenim soustavy (1),
plati rovnost

1 2 -1 1
21 2 | +1| 5 | +3 0 | =
3 6 —2 6
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Usporadané n-tice readlnych Cisel (napf. fadky nebo sloupce matice)
miizeme nasobit readlnym &islem a mizeme je scitat.

Definice. (Aritmeticky vektorovy prostor)

Symbolem V,, n € N, budeme znacit aritmeticky vektorovy prostor, ktery
je tvoren usporadanymi n-ticemi realnych Cisel, tj.

V,={(a1,.-.,an) | a1,...,a, € R},

pficemz soucet vektorti a nasobeni vektor realnym cislem je pro prvky
tohoto prostoru definovano po slozkach, tj.

(al,...,an)—l—(bl,...,bn):(31+b1,...,3n+bn),

r(ay,...,an) = (ray,...,rap).

Prvky prostoru V,, se nazyvaji vektory. Budeme je znacit malymi tucnymi
pismeny, napf. a, b.
Vektor o = (0, ..., 0) se nazyva nulovy vektor a vektor
—a = (—ay,...,—ap) se nazyva opacny vektor k vektoru a = (a1, ..., ap).

v
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Pojem vektorovy prostor je mozné definovat obecné.

Definice. (Vektorovy prostor)
Neprazdnou mnozinu V, na niz jsou definovany operace soucet prvkil z V,
ktera kazdym dvéma prvkim u,v € V prifazuje prvek u+v € V, a
nasobeni prvkil realnymi cisly, ktera kazdému realnému Cislu r a kazdému
prvku u € V prifazuje prvek ru € V, nazveme vektorovym prostorem,
jsou-li pro vsechny prvky u,v,w € V a r, s € R splnény nasledujici
vlastnosti:

Qutv=v+u;

Qu+t(v+w)=(u+v)+w;

© existuje prvek o € V tak, ze u+ 0 = u;

QO rlu+v)=ru+ryv;

Q@ (r+s)lu=ru+su;

Q r(su) = (rs)u;

@ lu =u Ou=o.
Prvky z V se nazyvaji vektory, prvek o se nazyva nulovy vektor.
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Linearni kombinace vektord

Jsou-li u,uy,...,uy vektory, r, ..., rg realna cisla a

U= rug+...rug,

fekneme, Ze vektor u je linearni kombinaci vektoril uy, ..., u, s koeficienty
My.oooybk.
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Linearni nezavislost a zavislost

Definice.

Rekneme, ze vektory uy, ..., uy jsou linearné nezavislé, jestlize plati
nasledujici podminka:

kdykoliv. rnu; +...rnux =0, potom rn=rn=---=r=0.

Vektory, které nejsou linearné nezavislé se nazyvaji linearné zavisleé.

v
Poznamka.

@ Je-li jeden z vektordl ug, ..., u, nulovy potom jsou tyto vektory
linearné zavisle.

@ Jeden vektor u je linearné zavisly pravé tehdy, kdyz je nulovy.

@ Dva vektory u, v jsou linearné zavislé, pravé kdyz je jeden z nich
nasobkem druhého.

A\
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Linearni obal

Mnozinu vsech linearnich kombinaci danych vektorii ug, ..., uy, tj. mnozinu
viech vektorti u = r; uy + ... r, ug, nazveme lineadrnim obalem vektoril
Ui,...,Ux. Znacime ho symbolem (uj,...,ux). Vektory uj,...,ux
nazveme generatory linearniho obalu (ug,...,u,). Rikame také, ze vektory
ui,. .., U, generuji linearni obal (ug, ..., uk).
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Skupina vektort

Pod pojmem konecna skupina vektori [ug, ..., uk] rozumime vektory
ui,...,u,. Pfitom nékteré z nich se mohou sobé rovnat.

Skupina se od mnoziny lisi tim, ze se v ni mohou vyskytovat stejné prvky
vicekrat. Napf. z mnoziny vektord {a, b} Ize vytvorit skupiny vektord
[a,b], [a,a], [a,a,b,a,b,b] atd. Ze skupiny vektord je pochopitelné
mozné vybrat mnozinu, kterd obsahuje viechny vektory z dané skupiny,
napf. ze skupiny [a, a, b, c, c] vybereme mnozinu {a, b, c}.
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Elementarni Gpravy

Definice.

Pod pojmem elementarni tprava (nebo také transformace) skupiny vektorii
[ug,. .., ux] rozumime provedeni nékteré z nasledujicich péti operaci

s vektory této skupiny:

(a) zaména poradi vektorii ve skupinég;

(b) vynasobeni nékterého vektoru skupiny nenulovym realnym Cislem;

(c) pricteni libovolného nasobku nékterého vektoru skupiny k jinému
vektoru skupiny;

(d) vynechani nulového vektoru ze skupiny, pokud tento neni jedinym
vektorem ve skuping;

(e) za predpokladu, ze skupina obsahuje dva vektory, z nichz jeden je
nenulovym nasobkem druhého, vynechani jednoho z téchto vektortil
(kteréhokoliv).
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Véta. (Zachovani linearniho obalu elementarnimi Gpravami)

Provedenim nékteré z elementarnich dprav (a)—(e) na danou skupinu
vektorii dostaneme skupinu, ktera generuje tentyz linearni obal jako
piivodni skupina.

Pro praci se skupinou vektorti definujeme pojem matice.

Definice. (Matice)

Matici A typu (m, n) nazveme soubor mn realnych Cisel zapsanych do m
radkd a n sloupct ve tvaru

all d1o coo din

ani a2 ... anp
A=

dmi dm2 ... Admn

Matice A se nazyva nulova matice, jestlize obsahuje pouze nuly, tj. a;j =0
proi=1,....,m,j=1,...,n Nulovou matici budeme znacit O.
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Definice. (Ekvivalentni matice)

Jsou-li A, B dvé matice, pak zapis A ~ B znamena, Ze matice B vznikla
z matice A pomoci koneéného poctu elementarnich aprav (a)—(e) na radky
matice A. Matice A, B pak nazyvame ekvivalentni.

Véta.

Jsou-li A, B ekvivalentni matice, pak linearni obal generovany radky
matice A je roven linedrnimu obalu generovanému radky matice B.

| A

Nyni se k dané matici pokusime najit matici s linedrné nezavislymi radky,
ktera je s danou matici ekvivalentni.
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Definice. (Gausstiv tvar matice)

Rekneme, ze nenulova matice B je v Gaussové tvaru, jestlize prvni
nenulové Cislo jejiho kazdého fadku (uvazovano zleva doprava) je zaroven
poslednim nenulovym Eislem v pfislusném sloupci (uvazovano shora dol).

Priklad.
Pro nazornost uvedme dvé matice, které jsou v Gaussové tvaru
L -2 0 4 1 0000
0O 5 0 O
, 000 20
0 0 2 -3 00001
O 0 0 5
Na druhé strané, matice
11000
01 0 2 O
01001
neni v Gaussové tvaru.
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Kazda matice v Gaussové tvaru ma linearné nezavislé radky.

Ke kazdé nenulové matici A existuje matice B v Gaussové tvaru takova, ze
A~ B.

K dané matici A mizeme najit vice matic B v Gaussové tvaru s ni
ekvivalentnich, viechny takové matice B viak maji stejny pocet fadkd.

Hodnost nenulové matice A definujeme jako ¢islo h(A), které je rovno
poctu radkt matice B v Gaussové tvaru takové, ze A ~ B. Pro nulovou

matici klademe h(O) = 0.
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Gaussova eliminaéni metoda

Gaussova eliminaéni metoda spociva ve vhodném pouzivani elementarnich
aprav (a)—(e) na radky vychozi matice A. Strucné feceno, nejdfive pomoci
apravy (a) zafidime, aby prvek v levém hornim rohu matice (tim rozumime
prvek matice v prvnim fadku, uvazovano shora dold, a v prvnim nenulovém
sloupci, uvazovano zleva doprava) byl nenulovy (je vyhodné, kdyz toto Eislo
je 1 nebo —1). Pak pficitanim vhodnych nasobkd horniho fadku k radkim
pod nim (Gprava (c)) zafidime, aby pod timto prvkem byly v pfislusném
sloupci nuly. V dalsim kroku vynechame v matici nulové radky a radky,
které jsou nasobky fadkd nad nimi (Gpravy (d) a (e)). V pripadé, ze
nejsme jesté hotovi, tj. kdyz vysledna matice jesté neni v Gaussové tvaru,
cely postup zopakujeme s tim, Ze nyni pokracujeme o fadek nize. Jelikoz
vychozi matice méla koneény pocet fadkd, musime po kone¢ném poctu
krokd ziskat vyslednou matici v Gaussové tvaru.
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