12. Determinanty

Petr Gurka

katedra matematiky
Technicka fakulta CZU
e-mail: gurka@tf.czu.cz
web: http://tf.czu.cz/~gurka/index2.html

21. 12. 2006

Petr Gurka (katedra matematiky) 12. Determinanty 21. 12. 2006 1/11



@ Determinant
@ Definice determinantu
@ Vypocet determinantu fadu 1, 2 a 3
o Algebraicky doplnék
@ Vypocet determinantu rozvojem podle fadku nebo sloupce
@ Vypocet determinantu eliminaci

© Vypocet inverzni matice pomoci determinantd
@ Vzorec pro inverzni matici
@ Inverzni matice k matici 2. fadu

© Cramerovo pravidlo

Petr Gurka (katedra matematiky) 12. Determinanty 21. 12. 2006 2/11



Permutace m mnoziny {1,2,...,n}

m:{1,2,..., n} —{1,2,..., n}, pricemz D(w) = H(w) = {1,2,..., n} a
zobrazeni 7 je prosté).

Permutaci m miizeme zapsat takto:

7T:<7r(11) 7r(22) N ﬂ(nn)>'

Inverze v permutaci 7

je kazda takova dvojice cisel i,j € {1,2,...,n}, pro kterou plati i < j a
zaroven 7(i) > m(j).

Suda (resp. licha) je permutace, ktera obsahuje sudy (resp. lichy) pocet
inverzi.

Symbolem I1,, oznaéime mnozinu viech permutaci mnoziny {1,2,...,n}.
Pro m € I, necht k, je pocet viech inverzi permutace .
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Definice determinantu

Ke kazdé Etvercové matici je mozné priradit jisté realné cislo, které
nazveme determinantem této matice.

Je-li A matice fadu n, definujeme jeji determinant nasledujicim zptisobem
dil1 d12 ... din
a1 a2 ... ap
Kk
det A = : : . = Z (—1) a1r(1)@2n(2) - - - Anm(n)-
: : ’ weln
dpnl anp2 ... dpn
v
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Vypocet determinantu rfadu 1, 2 a 3

Q@ Pron=1je det(a)=a.
@ Pro n=2 mame

a1l a2

= d11d22 — 412421
as1  a

(tj. sou€in prvkd na hlavni diagonale minus soucin prvkii na vedlejsi
diagonale).
© Pro n = 3 Ize pouzit tzv. Sarrusovo pravidlo:

a1 a2 a3
21 a2 az3| = a11a22a33 + a12a23a31 + ai3az1as?
a31 as32 ass

— d1348224d31 — d114234d32 — d124214d33-

Zadné podobné pravidlo neplati pro n > 4.
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Algebraicky doplnék

Kazdému prvku Ctvercové matice prifradime jisté realné cCislo, které nazveme
algebraickym doplikem tohoto prvku.

Je-li ajj, i,j € {1,2,...,n}, prvek matice A, oznacme M; submatici (dilci
matici) matice A fadu n — 1, ktera vznikne z matice A vynechanim jejiho
i-tého fadku a j-tého sloupce. Cislo A; = (—1)"*/ det M;; se nazyva
algebraicky doplnék prvku aj; v matici A.

Priklad.
3 2 4 3 4
Promatici A = | —1 3 1] jeax =3, My = , a tedy
5 6
51 6
Axp = (—1)%T ;’ g‘ =1-(18—20) = 2.

v
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Vypocet determinantu rozvojem podle radku nebo sloupce

Vypocet rozvojem podle radku
Necht i € {1,2,...,n} potom plati rovnost

det A = aj1Ain + airAi2 + - - - + ainAin.

Vypocet rozvojem podle sloupce

Necht j € {1,2,...,n} potom plati rovnost

det A = a1jA1j + agjAgj + - - + anjApnj.
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Ctvercova matice A = (a;j);?le se nazyva horni trojahelnikova, jestlize
ajj = 0 pro vsechny indexy i,j € {1,...,n}, i > j, a nazyva se dolni
trojahelnikova, jestlize aj; = 0 pro vSechny indexy i,j € {1,...,n}, i <.

Véta.
Je-li A = (ajj)7;_; horni trojihelnikova nebo dolni trojihelnikova matice,
potom je jeji determinant roven soucinu diagonalnich prvkd, tj.

det A= a1 a» - ann

Véta.
Necht B je ctvercova matice, ktera vznikne z matice A stejného typu

| \

© zaménou dvou radki, potom det B = — det A;
@ vynasobenim jednoho fadku &islem r € R, potom det B = r det A;
© prictenim nasobku jednoho radku k jinému, potom det B = det A.

v
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Vypocet inverzni matice pomoci determinanti

Ctvercova matice A Fadu n je regularni pravé kdyz plati det A # 0.

Necht A je ¢tvercova reguldrni matice radu n. Potom k ni existuje inverzni
matice A~' a plati

Al]_ A21 coo Anl

il 1 (4)T = 1 A Axn ... Ap
CdetA VY detA | U

Aln A2n o Ann

kde cisla Ajj jsou algebraické dopliiky k prvkim ajj, i,j € {1,...,n},
matice A.
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zni matice k matici 2. Fadu

a a
A— 11 d12 :
a1 a2

Al — 1 . d22 —ai2
aii1az2 — di2ali —azi aii

potom
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CRAMEROVO PRAVIDLO. Uvazujme soustavu n linearnich rovnic o n

neznamych
a11X1
a21x1

an1X1

s regularni matici soustavy A. Necht A(;) znaci matici, ktera vznikne
z matice soustavy A nahrazenim jejiho j-tého sloupce, j € {1,...,n},

+
+

_l’_

aipXo + ...+ aipXn
ax»nxy + ...+ axXn

amXo +...+  anpXn

sloupcem b pravych stran, tj.

Ay =

Potom pro vektor x = (x1, x2, . . .
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