11. Maticovy pocet

Petr Gurka

katedra matematiky
Technicka fakulta CZU
e-mail: gurka@tf.czu.cz
web: http://tf.czu.cz/~gurka/index2.html

14. 12. 2006

Petr Gurka (katedra matematiky) 11. Maticovy pocet 14. 12. 2006 1/14
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@ Soucet matic, nadsobek matice
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@ Inverzni matice
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@ Reseni maticovych rovnic pomoci inverzni matice
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Matice typu (m, n)

Definice.

Matici A typu (m, n) nazveme soubor mn realnych cisel zapsanych do m
radkid a n sloupci ve tvaru

all di2 ... din
2 i @ azy a2 ... ap
= (aij)izl, j=1"
dmi dm2 --.- dmn
Vektory a; = (811, ce al,,), ) = (321, e 32,,), .
am = (am1,---,amn) z aritmetického vektorového prostoru V, se nazyvaji

radkové vektory (strucnéji radky) matice A, vektory a; = (a11,...,am1),
..., an="(a1n,-..,amn) z aritmetického vektorového prostoru V, se
nazyvaji sloupcové vektory (strucnéji sloupce) matice A.

Petr Gurka (katedra matematiky) 11. Maticovy pocet 14. 12. 2006 3/ 14



Matice transponovana

Definice.

Je-li A matice typu (m, n), pak matice transponovana AT k matici A, je
matice typu (n, m) ktera vznikne z matice A vzajemnou vyménou radki za
sloupce,

a1 a1 ... ami

dip a2 ... am?
Al = " 7

din ad2p ... Aamn

Prvky aji, kde i =1,2,...,k, k =min{m, n}, tvofi hlavni diagonalu
matice A (také hlavni diagonalu matice AT).
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Priklad.

Dana matice

o L
A= | — 3 -4 0|, pak AT = )
4 6 7 2 40

-3 0 7

hlavni diagonalu obou matic tvofi prvky 1, 3, 6.
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Symbolem M, , oznaéime vektorovy prostor vsech matic typu (m, n)
s nasledujicimi operacemi. Souctem dvou matic typu (m, n)

a1 a2 ... ain bii b2 ... b1,
ani dlop ... asp b21 b22 ce b2,,
A= . . . .|, B=1| . . . .
dml dm2 .- dmn bm1 bm2 ... bmn
rozumime matici
a1 +bi1r awp+ b2 ... an+ by
a1 +by1  axm+ by ... ax,+ by
A+B= . . . .
am1 + bml am2 + bm2 .-+ amn+t bmn
Je-li r € R, pak r-nasobkem matice A rozumime matici
rail raip ... [ain
r azi razp ... [raz
r =
rami ram2 ... ramn

Je-li O nulova matice typu (m, n), pak pro kazdou matici A typu (m, n) je
A+ O = A. Dale definujme rozdil matic A — B jako matici A+ (—1)B.
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Definice. (Soucin matic)

Necht A = (aj;) je matice typu (m,p) a B = (bjj) je matice typu (p, n).
Soucinem A B matic A a B rozumime matici C = (cj;) typu (m, n), kde
kazdy prvek c; je skalarnim soucinem j-tého radku matice A's j-tym
sloupcem matice B, tj.

P
cj=ai-bj=) au-by kdei=12...,m j=12. .. ,n
k=1

v

Priklad.

-2

Mame (1 23| 1]=(-12),
—4

—2 -2 -4 —6

1](r 23)=( 1 2 3

—4 -4 -8 —12

v
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Priklad.
6 5 3} (38
2 7 4] \34
. 3 6 5 e
Souéin <4> (2 7) neni definovan.

Priklad.

\

Petr Gurka (katedra matematiky) 11. Maticovy pocet 14. 12. 2006 8/ 14



NEKOMUTATIVITA NASOBENI

POZOR !l

Nasobeni matic obecné neni komutativni, tj. A B nemusi byt totéz
jako B A.

@ Vysledek nasobeni miize byt pfi zaméné poradi pokazdé jiného typu.
o Muize se stat, ze ma smysl pouze jeden ze soucinti AB, B A.

@ Rovnost A B = B A nemusi platit, ani kdyz jsou oba souciny stejného
typu.
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@ Matice A typu (n, n) se nazyva ctvercova matice radu n (nebo také
stupné n).

o Ctvercovou matici A = (a,-j) nazveme diagonalni, pokud a;; = 0 pro
vsechny dvojice indexi i,j € {1,2,...,n}, i # j, tj. diagonalni matice
obsahuje mimo hlavni diagonalu pouze nuly.

o Diagonalni matice E = (ejj) se nazyva jednotkova, jestlize vechny jeji
diagonalni prvky jsou rovny jedné, tj. jestlize plati ej =0, i # j, a
ei = 1 pro véechna i,j € {1,2,...,n}.

Jednotkovou matici fadu n budeme znacit E, pfipadné E,, tj.

10 100
E1 = (1) y E2 = <0 1) > E3 =10 10 atd.
0 01
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Vlastnosti soucinu matic

Véta.

Necht A, B, C jsou matice, r € R. Pak plati (pokud jsou prislusné souciny
definovany):

A) r(AB) = (rA)B = A(rB),
B) ABB+C)=AB+AC,

) (A+B)C=AC+BC,
)
)

D) (AB)C = A(B C),
E) 0A=0, A0 =0,
F) EA=A AE = A

Rovnosti (B) a (C) se nazyvaji distributivni zakony, rovnost (D) je
asociativni zakon.

P e e s
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Necht A, B jsou tvercové matice fadu n. Rekneme, ze matice B je
inverzni k matici A, jestlize plati AB=BA=E.

Ctvercova matice fadu n se nazyva regularni, jestlize jeji hodnost h(A) je
rovna n. Ctvercova matice radu n, ktera neni regularni, se nazyva singularni.
v

Véta.

Necht' A je ¢tvercova matice radu n. Potom ndasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

@ matice A je regularni;
@ existuje ¢tvercova matice B radu n takova, ze AB = E;

© existuje ¢tvercova matice C rfadu n takova, ze C A = E.

Nutné B = C a tato matice je inverzni k matici A.

Inverzni matici k matici A budeme znacit A~L.
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Vypocet inverzni matice (Jordanova eliminace)

K dané ctvercové regularni matici A fadu n utvofime matici (A|E) typu
(n,2n). Pomoci vhodnych elementarnich Gprav na rady této matice chceme
ziskat v levé poloviné matice (tj. na misté matice A) jednotkovou matici
fadu n. Na pravé strané (tj. na misté matice E) vyjde matice inverzni

k matici A.

(A|E) G;a\bjssova e'Ii'nTinace na A (B|C) ZEEW):’ 'Ct‘_gd (E|A71)

Na zacatku z matice (A|E) ziskdme matici, v jejiz levé poloviné je matice
B v Gaussoveé tvaru.

Zpétny chod: 1. krok: Odecitanim vhodnych nasobkii (celého) spodniho
radku od (celych) radkd nad nim ziskdme nad prvkem vpravo dole v matici
B nuly. 2. krok: cely postup zopakujeme s tim, ze zaéneme o fadek vyse
atd. Po koneéném poctu kroki takto ziskdme matici, kterd uz ma v levé
poloviné diagonalni matici, pficemz vSechny jeji diagonalni prvky jsou
nenulové. Nakonec po vydéleni kazdého radku prislusnym nenulovym
diagonalnim prvkem ziskdme zadanou matici (E\Afl).
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Predpokladejme, ze B je regularni matice. PFi FeSeni maticovych rovnic
vyuzijeme:

XB=A — X=ABL |

BX=A — X=B'A )
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