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Uvazujme soustavu linedrnich rovnic:

x 4+ 2y — z =1
3x 4+ 6y — 2z = 6

(o)

(1)

Vyfesit soustavu (1) znamena najit Cisla x, y, z, ktera vyhovuji vsem trem
rovnicim této soustavy.

Je jasné, ze nasledujicimi operacemi ziskdme soustavu s piivodni soustavou
ekvivalentni:

@ vynasobenim kterékoliv z rovnic soustavy libovolnym realnym cislem
r # 0 nebo

@ zaménou rovnic mezi sebou nebo

© nahrazenim libovolné z rovnic soustavy souctem této rovnice s jinou
rovnici soustavy.

Budeme se takto snazit ziskat ze soustavy (1) soustavu, ktera ma v kazdé
nasledujici rovnici zleva alespon o jednu nezndmou méné nez v predchozi

rovnici.
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Konkrétné soustavu (1):

x + 2y — z =1
3x 4+ 6y — 2z = 6

©o

upravime takto:
@ pricteme (—2)-nasobek 1. rovnice ke druhé rovnici,
o pricteme (—3)-nasobek 1. rovnice ke tfeti rovnici .

Dostaneme tak soustavu

X + 2y — z =1
y + 2z =7
z =3

Z posledni rovnice je ihned z = 3. Dosazenim za z do druhé rovnice
vyjde y =7 —2z=7—6 =1 a kone¢né dosazenim obou hodnot do prvni
rovnice mame x =1 — 2y +z=1—2+43 = 2. Vidime tedy, ze trojice
(x,y,z) =(2,1,3) je feSenim nasi soustavy.
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Maticovy zapis soustavy

Vsechny rovnice v soustavé jsou ve tvaru, kdy stejné neznamé jsou zapsany
pod sebou, takze tpravy, které jsme provadéli s jednotlivymi rovnicemi,
staci provadét pouze s koeficienty v téchto rovnicich. Soustavu mizeme
zapsat do matice:

1 2 -1]1
2 5 0|9 ]. (2)
3 6 —2|6

Ekvivalentni Gpravy, které jsme provadéli s rovnicemi soustavy (1)
mizeme analogicky provadét s radky matice(2). Predchozi postup je
mozné maticové zapsat takto:

1 2 -1]1 1 2 -1]1
2 5 0|9 ~ o 1 2|7
3 6 2|6 0O 0 1|3

Symbolem “~" zna&ime ekvivalenci soustav (tj. ekvivalenci pfislusnych
matic).
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Matice typu (m, n)

Definice.

Matici A typu (m, n) nazveme soubor mn realnych Cisel zapsanych do m
radkd a n sloupct ve tvaru

alil di2 ... din

ani doo ... ap
A=

dmi dm2 ... dmn

Matice A se nazyva nulova matice, jestlize obsahuje pouze nuly, tj. aj =0

proi=1,...,m,j=1,...,n Nulovou matici budeme znacit
symbolem O.
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Definice. (Gausstiv tvar matice)

Rekneme, ze nenulova matice B je v Gaussové tvaru, jestlize prvni
nenulové Cislo jejiho kazdého fadku (uvazovano zleva doprava) je zaroven
poslednim nenulovym Eislem v pfislusném sloupci (uvazovano shora dol).

Priklad.
Pro nazornost uvedme dvé matice, které jsou v Gaussové tvaru
L -2 0 4 1 0000
0O 5 0 O
, 000 20
0 0 2 -3 00001
O 0 0 5
Na druhé strané, matice
11000
01 0 2 O
01001
neni v Gaussové tvaru.
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Elementarni Gpravy

Matice B je ekvivalentni matici A, tj. A~ B , jestlize B ziskame z B
provedenim nasledujicich elementarnich Gprav na fadky matice A:

(a) zaména poradi radki;
(b) vynasobeni nékterého Fadku matice nenulovym realnym Cislem;

(c) pricteni libovolného nasobku nékterého radku matice k jinému radku
matice;

(d) vynechani nulového fadku matice, pokud tento neni jedinym fadkem
matice;

(e) za predpokladu, ze matice obsahuje dva fadky, z nichz jeden je

nenulovym nasobkem druhého, vynechani jednoho z téchto radka
(kteréhokoliv).
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Jak uré&it hodnost matice?

Hodnost nenulové matice A je rovna poctu radki matice B v Gaussové
tvaru takové, ze A ~ B.
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Gaussova eliminaéni metoda

Gaussova eliminaéni metoda spociva ve vhodném pouzivani elementarnich
aprav (a)—(e) na radky vychozi matice A. Strucné feceno, nejdfive pomoci
apravy (a) zafidime, aby prvek v levém hornim rohu matice (tim rozumime
prvek matice v prvnim fadku, uvazovano shora dold, a v prvnim nenulovém
sloupci, uvazovano zleva doprava) byl nenulovy (je vyhodné, kdyz toto Eislo
je 1 nebo —1). Pak pficitanim vhodnych nasobkd horniho fadku k radkim
pod nim (Gprava (c)) zafidime, aby pod timto prvkem byly v pfislusném
sloupci nuly. V dalsim kroku vynechame v matici nulové radky a radky,
které jsou nasobky fadkd nad nimi (Gpravy (d) a (e)). V pripadé, ze
nejsme jesté hotovi, tj. kdyz vysledna matice jesté neni v Gaussové tvaru,
cely postup zopakujeme s tim, Ze nyni pokracujeme o fadek nize. Jelikoz
vychozi matice méla koneény pocet fadkd, musime po kone¢ném poctu
krokd ziskat vyslednou matici v Gaussové tvaru.
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Pojem soustavy linearnich rovnic

Soustavu linearnich rovnic
anxi + apx + ...+ anxs = b
a1xi + awxe +...+ anxa = b (3)
amiXt + amex2 +...+ amnXs = bm
kde aj, bi, i=1,...,m, j=1,...,n, jsou dana realna Cisla, nazveme
homogenni, pokud by = - -- = b, = 0. Je-li aspon jedno z &isel by, ..., by
nenulové, nazveme danou soustavu nehomogenni.
Vektor x € V,,, x = (x1,...,Xp), jehoz slozky xi, ..., x, vyhovuji véem
rovnicim soustavy, nazveme reSenim soustavy.
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Matice soustavy, rozsifend matice soustavy

Matice
all dl1o 500 din
ani dlo ... ap
A=
dmi dm2 ... Admn

se nazyva matice soustavy (3). Matice

all ali2 ... diln bl

ani ano ... d2p b2
(Alb) =

ami am2 --- amnl| bm

s pridanym sloupcem pravych stran k matici A se nazyva rozsifena matice
soustavy (3).
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Homogenni soustava

ainxy + apx + ...+ ainxs, = 0
a1x1 + apx + ...+ amx, = 0 (4)
amix1 + amx> +...4+ amnx, = 0

Pro homogenni soustavu (4) plati:

@ Nulovy vektor x = (xy,...,x,) = (0,...,0) je vzdy feSenim
homogenni soustavy.

@ Je-li h(A) = n, tj. hodnost matice soustavy je rovna poctu neznamych,
potom nulovy vektor je jedinym Fesenim homogenni soustavy.

@ Je-li h(A) < n, tj. hodnost matice soustavy je mensi nez pocet
neznamych, pak vsechna feseni x tvofi linearni obal dimenze n — h(A).

v
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Resitelnost nehomogenni soustavy

Véta. (Frobeniova véta)

Nehomogenni soustava linearnich rovnic (3) je resitelna pravé tehdy, kdyz
h(A) = h((A|b)), tj. hodnost matice soustavy je rovna hodnosti rozsitené
matice soustavy.

| N\

Tvar feseni nehomogenni soustavy.

Je-li soustava (3) resitelna, pak vSechna jeji feseni jsou tvaru x = u + v,
kde u je jedno (kterékoliv) Feseni soustavy (3) a v probiha vsechna feseni
prislusné homogenni soustavy (4).

Petr Gurka (katedra matematiky) 4. Linearni algebra 5. 1. 2007 14 / 33



Soucet matic, nasobek matice.

Souétem dvou matic typu (m, n)

a1 a1 ... ain bii bz ... bin
a1 ax» ... axn b1 b ... bo,
A=| | . . .|, B=1| . . : .
aml am2 ... amn bmi bmo ... bmn
rozumime matici
ain+bu  an+bi2 ... ain+ bip
a1 +ba  an+bn ... an+ b
A+ B = : ; : ;
ami + bml am2 + bm2 ... amn-t bmn
Je-li r € R, pak r-nasobkem matice A rozumime matici
raii rai ... [raip
r azi ragp ... [azp
rA =
rami rame ... ramn

Je-li O nulova matice typu (m, n), pak pro kazdou matici A typu (m, n) je
A + O = A. Dale definujme rozdil matic A — B jako matici A+ (—1)B.
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Definice. (Soucin matic)

Necht A = (a,-j) je matice typu (m,p) a B = (b,-j) je matice typu (p, n).
Soucinem A B matic A a B rozumime matici C = (c;) typu (m, n), kde
prvky cji jsou dany vztahem

p
Gi= au-by, kdei=1,2,....m j=1,2,...,n
k=1

N
N
N
¢
0
| \

Poznamka
Definujeme-li skalarni soucin vektordi u = (uy, ..., up) € Vp,
v=(v1,...,Vp) € Vp v prostoru V, rovnosti

u-v=uvy+-- —i—upvp—Zu,v,,

pak Cislo c;; je soucinem /-tého radku matice A SJ tym sloupcem matice
B, tj.

Cij :a,'-b_,'.
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Priklad.

-2

Mame (1 23| 1]=(-12),
—4

-2 -2 —4 —6

1](123=(1 2 3

—4 -4 —8 —12
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Priklad.
6 5 3} (38
2 7) \a) = \34
. 3 6 5 e
Souéin <4> (2 7) neni definovan.

Priklad.
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NEKOMUTATIVITA NASOBENI

POZOR !l

Nasobeni matic obecné neni komutativni, tj. A B nemusi byt totéz
jako B A.

@ Vysledek nasobeni miize byt pfi zaméné poradi pokazdé jiného typu.
o Muize se stat, ze ma smysl pouze jeden ze soucinti AB, B A.

@ Rovnost A B = B A nemusi platit, ani kdyz jsou oba souciny stejného
typu.
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@ Matice A typu (n, n) se nazyva ctvercova matice radu n (nebo také
stupné n).

o Ctvercovou matici A = (a,-j) nazveme diagonalni, pokud a;; = 0 pro
vsechny dvojice indexi i,j € {1,2,...,n}, i # j, tj. diagonalni matice
obsahuje mimo hlavni diagonalu pouze nuly.

o Diagonalni matice E = (ejj) se nazyva jednotkova, jestlize vechny jeji
diagonalni prvky jsou rovny jedné, tj. jestlize plati ej =0, i # j, a
ei = 1 pro véechna i,j € {1,2,...,n}.

Jednotkovou matici fadu n budeme znacit E, pfipadné E,, tj.

10 100
E1 = (1) y E2 = <0 1) > E3 =10 10 atd.
0 01
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Vlastnosti soucinu matic

Véta.

Necht A, B, C jsou matice, r € R. Pak plati (pokud jsou prislusné souciny
definovany):

A) r(AB) = (rA)B = A(rB),
B) ABB+C)=AB+AC,

) (A+B)C=AC+BC,
)
)

D) (AB)C = A(B C),
E) 0A=0, A0 =0,
F) EA=A AE = A

Rovnosti (B) a (C) se nazyvaji distributivni zakony, rovnost (D) je
asociativni zakon.

P e e s
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Necht A, B jsou tvercové matice fadu n. Rekneme, ze matice B je
inverzni k matici A, jestlize plati AB=BA=E.

Definice.

|

Ctvercova matice fadu n se nazyva regularni, jestlize jeji hodnost h(A) je
rovna n. Ctvercova matice radu n, ktera neni regularni, se nazyva singularni.
v

Véta.

Necht' A je ¢tvercova matice radu n. Potom ndasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

@ matice A je regularni;
@ existuje ¢tvercova matice B radu n takova, ze AB = E;

© existuje ¢tvercova matice C rfadu n takova, ze C A = E.

Nutné B = C a tato matice je inverzni k matici A.

A,

Inverzni matici k matici A budeme znacit A~L.
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Vypocet inverzni matice (Jordanova eliminace)

K dané ctvercové regularni matici A fadu n utvofime matici (A|E) typu
(n,2n). Pomoci vhodnych elementarnich Gprav na rady této matice chceme
ziskat v levé poloviné matice (tj. na misté matice A) jednotkovou matici
fadu n. Na pravé strané (tj. na misté matice E) vyjde matice inverzni

k matici A.

(A|E) G;a\bjssova e'Ii'nTinace na A (B|C) ZEEW):’ 'Ct‘_gd (E|A71)

Na zacatku z matice (A|E) ziskdme matici, v jejiz levé poloviné je matice
B v Gaussoveé tvaru.

Zpétny chod: 1. krok: Odecitanim vhodnych nasobkii (celého) spodniho
radku od (celych) radkd nad nim ziskdme nad prvkem vpravo dole v matici
B nuly. 2. krok: cely postup zopakujeme s tim, ze zaéneme o fadek vyse
atd. Po koneéném poctu kroki takto ziskdme matici, kterd uz ma v levé
poloviné diagonalni matici, pficemz vSechny jeji diagonalni prvky jsou
nenulové. Nakonec po vydéleni kazdého radku prislusnym nenulovym
diagonalnim prvkem ziskdme zadanou matici (E\Afl).
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Definice determinantu

Ke kazdé Ctvercové matici je mozné priradit jisté realné Cislo, které
nazveme determinantem této matice.

Definice.

Je-li A matice fadu n, definujeme jeji determinant nasledujicim zptisobem
dil1 4di2 ... dain
a1 ax ... axp
det A = : 2 o, ST Z (_l)kwalﬂ(l)a%(Z)"'anﬂ(n)'
: : ’ welln
dnl dn2 ... dpn
Symbol T1,, znaéi mnozinu véech permutaci mnoziny {1,2,...,n}. Cislo k,
je pocet vsech inverzi permutace m = 1 2 " Jen
S . ~\r(1) 72 ... =(n) n
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Vypocet determinantu rfadu 1, 2 a 3

Q@ Pron=1je det(a)=a.
@ Pro n=2 mame

a1l a2

= d11d22 — 412421
as1  a

(tj. sou€in prvkd na hlavni diagonale minus soucin prvkii na vedlejsi
diagonale).
© Pro n = 3 Ize pouzit tzv. Sarrusovo pravidlo:
ail a2 a3

21 a2 az3| = a11a22a33 + a12a23a31 + ai3az1as?
a31 as32 ass

— d1348224d31 — d114234d32 — d124214d33-

Zadné podobné pravidlo neplati pro n > 4.
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Algebraicky doplnék

Kazdému prvku Ctvercové matice prifradime jisté realné cCislo, které nazveme
algebraickym doplikem tohoto prvku.

Je-li ajj, i,j € {1,2,...,n}, prvek matice A, oznacme M; submatici (dilci
matici) matice A fadu n — 1, ktera vznikne z matice A vynechanim jejiho
i-tého fadku a j-tého sloupce. Cislo A; = (—1)"*/ det M;; se nazyva
algebraicky doplnék prvku aj; v matici A.

Priklad.
3 2 4 3 4
Promatici A = | —1 3 1] jeax =3, My = , a tedy
5 6
51 6
Axp = (—1)%T ;’ g‘ =1-(18—20) = 2.

Petr Gurka (katedra matematiky) 4. Linearni algebra 5. 1. 2007 26 / 33



Vypocet determinantu rozvojem podle radku nebo sloupce

Vypocet rozvojem podle radku

Necht i € {1,2,...,n} potom plati rovnost

det A = aj1Ain + apAi + -+ - + ainAin.

v

Vypocet rozvojem podle sloupce

Necht j € {1,2,...,n} potom plati rovnost

detA = alelj -+ anggj + 4 a,,J-A,,J-.

.
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Matice transponovana

Definice.

Je-li A matice typu (m, n), pak matice transponovana AT k matici A, je
matice typu (n, m) ktera vznikne z matice A vzajemnou vyménou radki za
sloupce,

a1 a1 ... ami

dip a2 ... am?
Al = " 7

din ad2p ... Aamn

Prvky aji, kde i =1,2,...,k, k =min{m, n}, tvofi hlavni diagonalu
matice A (také hlavni diagonalu matice AT).
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Priklad.

Dana matice

o L
A= | — 3 -4 0|, pak AT = )
4 6 7 2 40

-3 0 7

hlavni diagonalu obou matic tvofi prvky 1, 3, 6.
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Vypocet inverzni matice pomoci determinanti

Ctvercova matice A Fadu n je regularni pravé kdyz plati det A # 0.

Necht A je ¢tvercova reguldrni matice radu n. Potom k ni existuje inverzni
matice A~' a plati

A Axn ... Anm
-1 = L . (AI,,)T _ 1 A12 A22 560 An2
Aln A2n 50 0o Ann

kde cisla Ajj, jsou algebraické doplnky k prvkim aj;, i,j € {1,...,n},
matice A.
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zni matice k matici 2. Fadu

Je-li

a a
A— (911 912 ’
21 a2

Al — 1 . d22 —ai2
dai1daz2 — aizari —azi aii

potom
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Predpokladejme, ze B je regularni matice. PFi FeSeni maticovych rovnic
vyuzijeme:

XB=A — X=ABL |

BX=A — X=B'A )
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CRAMEROVO PRAVIDLO. Uvazujme soustavu n linearnich rovnic o n
neznamych

ainxy + apxe 4+ ...+ ainxs = bi
aix1 + amxo + ...+ amxp, = b

: (5)
aniX1 + amXe +...4+ apnXp = bn

s regularni matici soustavy A. Necht A(;) znaci matici, ktera vznikne
z matice soustavy A nahrazenim jejiho j-tého sloupce, j € {1,...,n},
sloupcem b pravych stran, tj.

ailr .- bl ... din
az ... b2 ... d2p
Ay =
am ... by ... apn
Potom pro vektor x = (xi, x2, . .., X,) FeSeni soustavy (5) plati
det A(J)
Xj = ———= [=1,2,...,n.
\J detA , J P )
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