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Vektorovy podprostor

Predpokladejme, ze V je vektorovy prostor (napf. aritmeticky, tj. V. = V,,).

Definice.

Neprazdna podmnozina W vektorového prostoru V se nazyva vektorovy
podprostor prostoru V, jsou-li splnény nasledujici dvé podminky:

© pro kazdé dva prvky u,v e W jeu+v e W,
@ pro kazdé u € W a kazdé realné Cislo r je ru e W.
Tuto skutecnost budeme znacit W CC V.

Priklady. (Trivialni podprostory)

Z definice ihned vidime, ze nejjednodussimi podprostory vektorového
prostoru V jsou:

@ Nulovy podprostor, tj. {o} CC V.
@ Prostor V, tj. VCCV.
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Priinik libovolného neprazdného systému podprostorii vektorového prostoru
V je podprostorem vektorového prostoru V.

Definice.

Necht M je libovolnad podmnozina vektorového prostoru V. Podprostor U,
ktery je priinikem vSech podprostorti obsahujicich mnozinu M, tj.

U=(){W|Mcw,WccV},

se nazyva podprostor generovany mnozinou M.

| A\

Véta.
Necht M = {us,...,ux} je podmnozinou vektorového prostoru V. Potom
© linedrni obal (M) je podprostorem prostoru V,

@ navic plati, ze linearni obal (M) je podprostorem generovanym
mnozinou M (tj. je “nejmensim” podprostorem obsahujicim

mnozinu M).

§
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Definice. (Baze vektorového podprostoru)

Mnozina M se nazyva baze vektorového podprostoru V, jestlize jsou
splnény nasledujici podminky:

@ M je podmnozinou V, tj. M C V;

@ M generuje podprostor V;

© M je linearné nezavisla.

Linearni nezavislost nekonecné mnoziny

| A\,

Nekonecna mnozina M je linearné nezavisla, jestlize kazda jeji konecna
podmnozina je linearné nezavisla.

.

Priklad. (Kanonicka baze V)

Podmnozina E, = {e1,...,e,} C V,, kde e; = (1,0,...,0),
e; =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,...,0,1) tvofi bazi aritmetického
vektorového prostoru V. Tato baze se nazyva kanonicka baze V,,.
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Baze linearniho obalu

Necht V = (uj,...,uy), pficemz aspon jeden z vektord uj, ..., uk je
nenulovy. Potom

@ vektorovy prostor V ma bazi;

@ vektory uy, ..., uy tvori bazi V, pravé kdyz jsou linearné nezavislé;

© kazdé dvé baze prostoru V maji stejny pocet vektor.

Poznamka.

Obecné plati:
© kazdy vektorovy (pod)prostor V # {0} ma bazi,

@ jsou-li M, N dvé baze téhoz vektorového (pod)prostoru V, pak tyto
mnoziny maji stejny pocet prvki.
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Dimenze vektorového (pod)prostoru

Necht V je vektorovy (pod)prostor. Dimenze (pod)prostoru V (znac¢ime
dim V) je cislo, které je rovno

Q nule, je-li V = {o},
@ poctu prvki (libovolné) baze (pod)prostoru V, je-li V = {o}.

Snadno nahlédneme, ze dimV, = n.
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Véta. (UrCovani baze a dimenze linearniho obalu)

NechtV = (ai,...,anm), kde a1, ..., an, jsou radkové vektory matice

all di2 ... din

ani dano ... ap
A= | . . s

dml dm2 --- dmn
tj. a1:(311,...,aln),...,am:(aml,...,am,,)EVn.

Potom

@ jsou-li vektory a1, ...,an jsou linedrné nezavislé, je mnozina
{ai1,...,am} bazi prostoru V;

@ je-li B matice v Gaussové tvaru ekvivalentni s A, tj. A ~ B, pak
mnozina radkovych vektorti matice B je bazi prostoru V;

© dimenze prostoru V je rovna hodnosti matice A, tj. dimV = h(A);

Q vektory ay,...,a,, jsou linedrné nezavislé, pravé kdyz hodnost matice
A je rovna jejich poctu, tj. h(A) = m;
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Skalarni soucin ve V,, ortogonalita

Definice. (skalarni soucin)

Jsou-li u = (x1,...,x,) av=(y1,...,yn) dva vektory z aritmetického
vektorového prostoru V,, pak realné Cislo u - v,

n
u-v:X1y1+---+Xnyn=ZXi}/i,
i=1

nazyvame skalarnim soucinem vektordl u a v.

Definice. (ortogonalita, ortogonalni doplnék)

Vektory u,v € V,, jsou ortogonalni, piseme u L v, plati-liu-v = 0. Je-li M
libovolna neprazdna podmnozina vektorového prostoru V,,, pak mnozina

M+ = {u €V, |u-v=0 pro viechny vektory v € M}

se nazyva ortogonalni doplnék mnoziny M.
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Homogenni soustava linearnich rovnic

Jedna se o soustavu

ailxy + apxXe + ...+ aipxy, = 0
a1xy + apxo + ...+ amx, = 0 (]_)
amix1 + amxo +...+ amnxpn = 0
v
Matici
alii di2 ... din
ani a2 ... ap
A=
dml dm2 -.- dmn

nazveme matici soustavy (1).
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Homogenni soustavu (1),

ainxy + awxe + ...+ aipxp = 0
aixXy + apxe + ...+ aypx, = 0 ,
amixi + amxe +...+ amnxp, = 0

miizeme zapsat pomoci skalarniho soucinu takto:
x-a31=0, x-a2=0, ... ,x-a,;=0,
a;] = (311, SN a]_n), ce.,dm = (aml, ey amn) « Fadkové vektory matice soustavy
Tj.
x=(x1,...,%) €{a1,...,am}".

Problém vyfresit homogenni soustavu (1) jsme prevedli na problém urcit
ortogonalni doplnék {ag,...,amn}".

Petr Gurka (katedra matematiky) 9. Ortogonalita, homogenni soustavy line 30. 11. 2006 11 / 12



Nalezeni ortogonalniho dopliku

Necht M je libovolna podmnozina vektorového prostoru V. Potom
ortogonalni doplnék M~ je vektorovym podprostorem prostoru V.

Pro nalezeni ortogonalniho dopliku je uzite¢né:

Necht M, My, M, jsou libovolné neprazdné podmnoziny aritmetického
vektorového prostoru V,, potom

o (M) =Mt
o (M) = (My) = M{ = My,
@ dim <M> +dim M+ = n.
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