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Definice. (Primitivni funkce)

Necht f a F jsou funkce definované na intervalu 7. Funkce F je primitivni
funkci k funkci f na intervalu 7, jestlize pro kazdy bod x € J tohoto
intervalu plati F/(x) = f(x). Pokud k intervalu 7 nalezi néktery z jeho
krajnich bodii, pak v tomto bodé uvazujeme pfislusnou jednostrannou
derivaci.

Otazky.
@ Existence primitivni funkce, tj. stanoveni nutnych a postacujicich
podminek na funkci 7, aby k ni existovala primitivni funkce.

| \,

@ Jednoznaénost primitivni funkce, tj. kolik primitivnich funkci maze
k dané funkci na daném intervalu existovat, pfipadné jak se tyto
funkce od sebe lisi.

© Vyjadreni primitivni funkce, tj. zda a jak lze nalézt funkéni predpis pro
primitivni funkci F k dané funkci f.

.
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Priklad. (Funkce nemajici primitivni)

0 pro x # 0,

nema na intervalu (—oo, c0) zadnou
1 pro x =0,

J»'

primitivni funkci. T

Funkece f(x) = {

Zdtvodnéni (sporem)
At F je primitivni k f na intervalu (—oo, 00). Pak
© F musi mit vlastni derivaci f na intervalu (—oo, 00), tedy F je spojita
na (—oo, 00).
@ F'=f=0na(—00,0)U(0,00), tedy F(x) = c na (—0,0) a
F(x) = d na (0, 0).
© Ze spojitosti F plyne rovnost ¢ = d, takze funkce F je konstantni na
(—00, 00).
Q Pak ale F/ =0 na (—o0,00), tj. F'(0) =0, coz je spor s tim, ze
F'(0) = f(0) = 1.
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Je-li f funkce spojita na intervalu J, pak k ni na tomto intervalu existuje
primitivni funkce F.

Tato véta ma jednoduchy disledek.

Je-li f elementarni funkce definovana na intervalu J, pak k ni na tomto
intervalu existuje primitivni funkce F.
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Véta.

Necht funkce F je primitivni funkci k funkci f na intervalu J. Potom
funkce G, G(x) = F(x)+ C, x € J, kde C € R je konstanta, je také
primitivni funkci k f na intervalu [J .

| A

Véta.

Necht funkce F a G jsou primitivni k funkci f na intervalu J. Potom
existuje konstanta C € R tak, Ze pro kazdé x € J je G(x) = F(x) + C.

Definice.

| \

Mnozina vsech primitivnich funkci k funkci f na intervalu J se nazyva
neurcity integral funkce f na intervalu 7. Pro neuréity integral pouzivame
Zapis

/f(x)dx— F(x) + C,

kde dx je diferencial integracni proménné (oznacuje, co je proménna),
F(x) je n&jaka primitivni funkce k funkci f(x) (tj. reprezentant mnoziny
vsech primitivnich funkci k ) a C € R je integracni konstanta.
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Zakladni vzorce

[0dx=C na (
fxad—irll—i—C (a # —1) na (
[& =In|x|+C na (
[edx=e"+C na (
Ja¥dx=7Z+C (2>0.2a#1) na(
[sinxdx = —cosx + C na (—
(
(
(
(
(

[ cosxdx =sinx+ C na

[ % = —cotgx+ C na (km, 7+ kr), k € Z,

SII'l X

=tgx+ C na

c052

1122 =arctgx + C na (—oo, 00),

f\/%:arcsinijC na (—1,1).
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Pravidla pro integrovani

Necht funkce f, g maji na intervalu J primitivni funkce. Potom také
funkce (f + g), (f —g) acf, c € R, maji na J primitivni funkce a plati

/ (69) - o0 e = / o / abdd
[ - gtax= [ fax— [ g0

/ of(x)dx = ¢ / f(x) dx.

Dalezité!

Neexistuji zadné vzorce pro pfimé integrovani soucinu a podilu dvou funkci.
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Metoda primé integrace

Provadéji se pouze zakladni algebraické Gpravy vyrazii a pouzivaji se
zakladni integracni vzorce a pravidla.

dx

Vypocitejme neurcity integral /

sin® x cos? x

Reseni.

V Citateli zlomku je vyraz dx = 1- dx. Pouzijeme-li zndmou rovnost
: dx
1 = sin? x + cos? x, dostavame: /2—2 =
sin® x cos? x
2 2 : 2 2
sin® x + cos® x sin® x cos” x
—a dx = — -+ = 5 dx =
sin x cos® x sin© x cos® x  sin“ x cos? x
dx dx
-+ | —5— =tgx —cotgx + C. O
cos? x sin® x
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Véta. (Metoda integrace per partes (po Castech))

Necht funkce u, v maji spojité derivace u’ a v' na intervalu J. Potom na
tomto intervalu plati

/ u(x)V' (x) dx = u(x)v(x) — / o (x)v(x) dx.

Priklad.

| \

Vypocitejme / X COS X dX.

Reseni.

| A\

u =x, v =cosx
=1 v =sinx

Metoda per partes dava /xcosx dx =

xsinx/sinxdx:xsinx+cosx+C. OJ
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Priklad.

Vypocitejme /In(x—|— 1) dx.

| \

Reseni.
Vyraz In(x+1) mazeme napsat jako 1-In(x+1). Pak

/In(x+1)dx:

u=In(x+1), v =1
1

u’:X—H, v =x+1
1

=(x+1) |n(x+1)—/1dx:(x+1) In(x+1) —x+ C.

Je dobré si uvédomit, ze pokud v/ = 1, plati, ze v = x + ¢, kde ¢ je
libovolna konstanta. Vétsinou se voli ¢ = 0, zde jsme s vyhodou volili
c=1. []

v

Petr Gurka (katedra matematiky) 6. Primitivni funkce a neuréity integral. 9. 11. 2006 11 / 15



. arctg x
V it ——— dx.
ypocitejme / T2 &
Mame
t 1 u=arctgx, v =-—1,
AT ix = arctgx - ——dx=| , 1g L+x?
1+ x2 1+ x2 u'=i5m,  v=arctgx
2 arctg x
= (arctg x)” — dx.

Odsud po apravé

arctgx 1 5
/1+x2 :§arctg x+ C.
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Véta. (Metoda integrace substituci)

Necht f je funkce spojita na intervalu Z a F je funkce k ni primitivni na T.
Dale predpokladejme, Ze funkce g ma prvni derivaci g'(x) ve vsech bodech
x € J aze g(x) € T pro kazdé x € J. Pak slozena funkce F(g(x)) je
primitivni funkci k funkci f(g(x))g’(x) na intervalu J.
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Vypocitejme / sin® x cos x dx.

Reseni.

Pouzijeme 1. metodu :

/sin2xcosxdx: sinx =t ‘ :/tzdt:E—i-C:sm i

cos x dx = dt
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Priklad.

Vypocitejme integral / eVtdt,

v
Reseni.

Pouzijeme 2. metodu a dale také metodu per partes:

t=x* u =2x, vl =eX
/eﬁdt: (x =/t) :/2xexdx:‘ ,:2’ v:eX
dt = 2x dx v=s -

:2xex—/2exdx:2ex(x—1)+C:2e‘/f(\/f—1)+C.

Ol

v
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