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Aritmetické vektorové prostory

Definice
Aritmetickym vektorovym prostorem V,, myslime mnozinu R” s operacemi

(ai,...,an)+(b1,...,b,)=(@1+b1,...,a, +by,)
r-@ai,...,a,) =(rai,...,ray)

Kanonickd baze prostoru V,, je mnozina {€1,...,é,}, kde
é; =(0,...,0,1,0,...,0).
N—

i—1

Fakt
Kanonicka baze je bazi prostoru V,,. Prostor V,, ma dimenzin.
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Elementarni Upravy

Definice

Skupina vektort [[il1, Ws, . . ., U ]] vektorového prostoru V je usporadana
mnozina ne nutné riznych vektora.

Definice

Bud M skupina vektort. Elementarni dprava je nahrazeni skupiny M jinou
skupinou podle jednoho z nasledujicich pravidel:

@ Lze zaménit poradi vektor( ve skupinég.

@ Libovolny vektor Ize vynasobit néjakym nenulovym &islem.

@ Klibovolnému vektoru Ize pficist jakykoli nasobek jiného vektoru.
© Lze vynechat nulovy vektor.

©@ Jsou-li ve skupiné dva stejné vektory, Ize jeden z nich vynechat.
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Elementarni upravy zachovavaji podprostor

Tvrzeni

Vektorovy podprostor generovany skupinou vektort se po elementarni
Upravé neméni.

Dukaz.

Necht' se skupina M zméni elementarni Upravou na skupinu N.

Pokud se jedna o pravidlo 4 nebo 5, evidentné L(M) = L(N).

V ostatnich pfipadech je vidét L(IN) € L(M). Elementarni Upravou lze
prejit zpét z N k M, takze dle stejné Uvahy plati L(M) € L(N). Takze
L(M) = L(N). O
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Matice

Definice

Matice rozméru m X n je soubor m - n Cisel, zapsanych do obdélniku o m
radcich a n sloupcich. Mnozinu vSech matic m x n znaCime M, ,,

Gaussova eliminace
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Skupinu m vektorl prostoru V,, zapisujeme po fadcich do matice rozmeéru
,Qmn)} zapiSeme jako

Umluva

mXxn. Skupinu {(a,11, ce ,aln), ceey (aml, e
ail ai2
aai azo
AGml QAam2

A1in
aan

Amn

Elementarnim Upravam odpovidaji Upravy na radcich matice.
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Matice v Gaussoveé tvaru

Definice

Rekneme, Ze je matice v Gaussové tvaru, jestlize

@ zadny jeji fadek neni nulovy;

@ v kazdém radku je prvni nenulové Cislo poslednim nenulovym Cislem

svého sloupce.

Fakt

Vektory odpovidajici fadkum matice v Gaussoveé tvaru jsou linearné

nezavislé.

Gaussova eliminace
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1777-1855
Carl Friedrich Gau
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Gaussova eliminace

Algoritmus

V k-tém kroku Gaussovy eliminace uz nepracujeme s prvnimi & — 1 radky.
S ostatnimi radky provadime postupné nasledujici kroky

@ Nalezneme prvni sloupec, ktery obsahuje v néjakém fadku nenulové
¢islo. Ozna¢me tento sloupec .
@ Zajistime jednicku na pozici &, j. Naptiklad postupem
e Prohodime fadky tak, aby na pozici k£, j bylo nenulové ¢islo.
e Vydélime cely k-ty fadek hodnotou na pozici k&, .
© Vynulujeme cely j-ty sloupec pod fadkem k, a to tak, ze vzdy od
i-tého fadku odecteme k-ty radek vynasobeny hodnotou na pozici i, /.

Na konci algoritmu vy8krtneme pripadné nulové radky.
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Hledani baze podprostoru

Uloha

Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru generovaného vektory (-3, 0, 1, 2),
0,-1,3,-2),(2,-4,1,1)a (1,3, -2, -2).

Reseni: Ulohu piepiseme do matice

3 0 1 2 1 3 -2 —2y12 (1 3 -2 -2
0 -1 3 -2 0 -1 3 2|2 10 -1 38 -2 |
2 4 1 11712 -4 1 1 1o 9 -5 -4

1 38 -2 -2 3 0 1 2 0 -10 5 5

1 3 -2 -2 1 3 -2 -2 1 3 -2 -2

0 1 -3 2|9 |01 -3 2 01 -3 2

0 9 -5 -4 J'lON 00 22 -22 270 0 1 -1

0 -10 5 5 0 0 -25 25 )20 p—0—1——%

Baze prostoru je {(1, 3, -2,-2),(0,1,-3,2),(0,0,1,-1)}.
Dimenze prostoru je 3.
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Urcovani linearni nezavislosti

Uloha
Zjistéte, zda jsou vektory (-2,3,-1,1), (3,-2,4,0), (2,5,2,2) a
(-4,-1,1,13) linearné zavislé ¢i nezavislé.

Reseni: Ulohu prepi$eme do matice

-2 3 -1 1 1 1 3 1)¢3 1 1 3 1
3 -2 4 ofl1 |3 24 0 jj_fl 0 -5 -5 -3 [f2
2 5 2 2 2 5 2 2 0O 3 -4 0 [|.(-»
-4 -1 1 13 -4 -1 1 13 0O 3 13 17 J
1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3 1
01 -13 -3 |}-3»|0 1 -13 -3 0O 1 -13 -3
0O 3 -4 O 10 0 3 9 10 0 1 1
o 0 17 17 )17 \0 0 1 1)390 0 0 -26
Vektory jsou linearné nezavislé.
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Hodnost matice

Definice

Hodnost matice A, znacena h(A), je dimenze prostoru generovaného
radky matice A.

Uloha
. , 1 -1 2 , ,
UrCete hodnost matice A = ( 2 -1 a4) v zavislosti na parametru a.
— a —

Reseni: Provedeme Gaussovu eliminaci

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
2 -1 a]|~|0 1 a-4(~|0 1 a—4

-1 a -4 O a-1 -2 0O 0 -2-(@a@-4)-(a-1)
-2-(@-4)-(a-1)=0
—a’+5a-6=0 Proa =2neboa =3 je h(A) = 2.

a1=2 a9 =3 Proa+2aa+3jeh(A)=3.
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