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Definice vektorového prostoru

Definice

Mnozina V s operacemi + : VXV - Va.: RxV — V se nazyva
vektorovy prostor (téz linedrni prostor) nad R, pokud pro vSechna i, U, w
z V avSechnar, s z R plati nasledujici axiomy

Q i+v=0+1,

Qi+{W+w=W+70) +w,

© existuje prvek 6 € V takovy, ze i + 0 = i,

Qr W+)=r-u+r-v,

Q@ r+s)-di=r-i+s-u,

Q (r-s)-u=r-(s-u),

Q@1 u=ual-u=o0.
Prvky prostoru V' se nazyvaji vektory, prvky z R se nazyvaji skalary.
Vektor ¢ se nazyva nulovy vektor.
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Priklady vektorovych prostoru

Priklady
o R
o V,:
(@i,...,a,)+(b1,...,b,)=(a1 +b1,...,a, +b,)
r-(ai,aq,...,a,) = (rai,ras,...,ray,)
0=1(0,...,0)
@ ¥ (R) = mnozina vSech realnych funkci
o (R",®,0):
adb=a-b
roa=a
o=1
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Definice vektorového podprostoru

Definice

Méjme vektorovy prostor V. Podmnozina W vektorového prostoru V' se
nazyva vektorovy podprostor prostoru V', pokud je uzaviena na scitani

a na nasobeni skalarem, tj. pokud plati

TeWvweW=T+w)eW

veV = (r-v) e Wpro libovolné r € R.

a pokud W obsahuje nulovy vektor.

Fakt
KaZdy vektorovy prostor V. ma podprostory V a {0}.
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Priklady vektorovych podprostoru

Priklady
@ Podmnozina {(a1,as,...,a,-1,0); a1,...,a,_1 € R} je vektorovy
podprostor prostoru V,,.
@ Podmnozina {(r, 2r); r € R} je vektorovy podprostor prostoru V.
@ Mnozina C(R) vSech spojitych realnych funkci je vektorovy
podprostor prostoru ¥ (R).

@ Mnozina P(R) vSech realnych polynomu je vektorovy podprostor
prostoru C(R), a tedy i podprostor prostoru 7 (R).
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Linearni kombinace vektoru

Definice
Rekneme, Ze vektor 7 je linearni kombinaci vektord @1, @, . . ., iy
prostoru V', pokud existuji skalary c1, ..., ¢, takové, ze
172(31-171 +Cz-ﬁ2+---+ck-ﬁk.
Definice

Mnozina vS§ech vektort z V, které Ize vyjadrit jako linearni kombinace

vektorll z mnoziny A se nazyva linearni obal mnoziny A a znaci se L(A).
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Koeficienty linearni kombinace

Uloha
Naleznéte jakou linearni kombinaci vektorul (3, 2) a (-1, —5) je vektor
(-5,1).

Reseni:
| (=5,~1) = ¢1-(3,2) + ¢ - (~1,-5)

(-5,-1) = (3c1, 2¢1) + (—c2, —5c2)
(=5,-1) = (3c1 —c2,2¢c1 — 5c2)

301 —C9 = -5
201 - 5(32 =-1

012—2 022—1
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Linearni zavislost a nezavislost

Definice

Rekneme, Ze je mnozina i, ..., iy, vektorl je linearné nezavisla, pokud
Cl-ﬁ1+---+ck-ﬁk=5

nutné znamenacy =cg = --- = ¢, = 0. V opacném pripadé je mnozina

linearné zavisla. )

Priklad

ﬁ
0.

@ Mnozina {i} je linearné zavisla pravé kdyz i
@ Mnozina {iZ, U} je linearné zavisla pravé kdyz i
pro néjaké r € R.

r-vanebov=r-u
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Jednoznacné urceni koeficientul linearni kombinace

Tvrzeni

Méjme vektory ii1, ..., Uy a vektor U, ktery je jejich linearni kombinaci.
Pak jsou koeficienty linearni kombinace urceny jednoznacné prave tehdy,
kdyZ jsou vektory i1, .. .1 linearné nezavislé.

Dukaz.

=Cl-ﬁ1+---+ck-ﬁk=d1-ﬁ1+-~-+d1-ﬂfk

.
(Y
0=(c1—d1) U+ +(cp—dy) Uy

Vektory jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz ¢; = d;, pro
vSechna i. 0
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Podprostor generovany podmnozinou

Tvrzeni

Pranik libovolné mnoZiny podprostort prostoru V' je opét podprostor
prostoru V.

Definice

Podprostor prostoru V' generovany mnozinou A se definuje jakozto pranik
vSech podprostor(, které obsahuji A.

Véta
Podprostor prostoru V' generovany mnozinou A je roven L(A).
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Baze vektorovych prostoru

Definice

Baze vektorového

podprostoru V je -«
linedrné nezavisla

mnozina, ktera

generuje vektorovy

prostor V.
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Dimenze vektorovych prostoru

Véta
Bud' V' vektorovy prostor. Potom existuje M, baze vektorového prostoru.
Je-li N jina baze vektorového prostoru, pak M| = |N|.

Definice

Dimenze vektorového prostoru V je pocet prvkul jeho (libovolné) baze.
ZnaCi se dim V.

Priklad

Mnozina #,(R) vSech realnych polynomu stupné nanejvys n tvori
vektorovy podprostor prostoru C(R). Baze tohoto prostoru je
x™,x" 1, ... %2, x, 1}. Prostor #,(R) ma tedy dimenzin + 1.

Umluva
U prostoru {0} fikdme, Ze méa bazi 0 a dimenzi 0.



Vektorové prostory Generatory vektorovych prostord 13/17

Vztah dimenze, linearni zavislosti a generatoru

Veéta
Necht je V vektorovy prostor dimenze n a necht ii1, ..., i, jsou vektory
zV.

@ Jsou-lity, ..., Uy linedrné nezavislé, pak je m < n.

@ Generuji-liti, ..., U,, prostorV, pakm > n.

@ Je-li W podprostor prostoru V, pak dim W < dim V, pricemz
dim W = dim V pravé tehdy, kdyz W = V.

Veta
Budteiiy, ..., i, vektory z prostoruV dimenze n. Pak jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

@ vektory iy, ..., U, jsou linearné nezavislé;

@ vektoryiiy, ..., i, generujiV;

@ vektoryus, ..., u, tvofi bazi V.
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Homomorfismus vektorovych prostoru

Definice
Zobrazeni ¢ z vektorového prostoru V' do vektorového prostoru W se

—

nazyva homomorfismus (téz linedrni zobrazeni), kdyz pro vSechna i, U
z V avSechnar z R plati

p@+0)=p@)+o¥) a @r-i)=r-ei)
Priklad

Zobrazeni’ z prostoru C(R) do prostoru C(R) je homomorfismus
vektorovych prostoru. Plati totiz

fx)+8x) =fx)+8'x) a (r-fx) =r-f(x).
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|lzomorfismus vektorovych prostoru

Definice

Bud ¢ homomorfismus z prostoru V do prostoru W. Pokud je ¢ prosty
homomorfismus (plati ¢(i7) # (V) kdykoliv & # U) a pokud je ¢ na

prostor W (pro kazdé w € W existuje U, takové, ze ¢(U) = w), pak fikame,
ze ¢ je izomorfismus prostora V a W.

Priklad
Zobrazeni ¢(a) = 2% je izomorfismus prostoril R a (R*, @, ©). Totiz

pla+b) =27 = 2%.2° = p(a) ® p(b)
p(r-a)=2"" = (2") =ro¢(a)
a ¢ je homomorfismus. Je evidentné prosty. Mame ¢ = 21°82¢_ neboli

¢ = ¢(logy ¢), pro vSechna c € R*, takze ¢ je na.
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Jednoznacné urceni homomorfismu na bazi

Véta

Bud' ¢ homomorfismus zV do W, bud’ M baze prostoru'V a bud’ f
zobrazeni z M do W. Pak existuje pravé jeden homomorfismus ¢ zV
do W takovy, Ze p(ii) = f (&) pro vSechny vektory it € M.

Priklad
Zadame homomorfismus ¢ z Vo do V3 dvéma zpusoby: na bazi
a predpisem. Zvolime bazi {(1, 0), (0, 1)} prostoru V.

(1,0) —» (2,-3,-1) O0,1)—~ (1,-2,-4)

Lze spocitat, kam se homomorfismem zobrazi obecny prvek (a, b).

(@, b)) = y(a-(1,0)+5-(0,1)
=a-(2,-3,-1)+b-(1,-2,-4) = (2a + b,-3a - 2b,—a — 4b).



Vektorové prostory Homomorfismy vektorovych prostorQ 17 /17

|lzomorfismus prostoru konecné dimenze

Veéta

KaZdé dva prostory stejné konec¢né dimenze jsou navzajem izomorfni. J
Dukaz.

Bud o1, ..., U, baze prostoru V a bud w1, ..., w, baze prostoru W.

Zavedeme homomorfismus ¢ : V — W predpisem ¢(¥;) = w;. Snadno se
ovéri, ze tento homomorfismus je prosty a na. O

v
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