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Homogenni diferencialni rovnice druhého radu

Definice

Linearni diferencialni rovnice druhého radu s konstantnimi koeficienty je
rovnice tvaru

ay” + by’ +cy = f(x).
Homogenni linearni diferencialni rovnice druhého radu s konstantnimi
koeficienty je rovnice tvaru

ay”’ + by +cy = 0.

Definice

Charakteristicka rovnice pfislusna homogenni diferencialni rovnici
ay” + by’ + ¢ = 0 je kvadraticka rovnice

ak? + bk +c = 0.
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Koreny charakteristické rovnice

Tvrzeni

Je-li k kofenem charakteristické rovnice prislusné diferencialni rovnici
ay” + by’ +c¢ =0, pak jey = C - e** Fesenim diferencidini rovnice, pro
libovolné C € R.

Dlkaz.
Dosadime do rovnice:
ay’ +by +cy=a-C-k?- e +b.C- k- +c-C-e*
=(@k?+bk+c)-C-e™=0-C-e*=0
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Obecna resSeni homogennich rovnic

Dusledek

Jsou-li k1 a ko dva rizné realné koreny charakteristické rovnice prislusné
kay” + by’ + c = 0, pak obecné rfeseni dif. rce je

y =Cq-e"1% 4+ Cy - 2%,

Tvrzeni

Je-li k jedinym kofenem charakteristické rovnice pfislusné
kay” + by’ + c = 0, pak obecné feseni diferencialni rovnice je

y:Cl-ek'x+C2-x-ek'x.

Dukaz.
ay” + by +cy = aCo(k%x + 2k)e™ + bCy(kx + 1)e™ + cCoxe™
= [(@k? + bk +c¢)-x+2ak +b)]-Co-e =0 O
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Komplexni exponenciela

Véta
Pro kazdé x € R plati
e =cosx +1-sinx.

Dukaz.

n c9 n
SR
n!
ooxt N
LN
n!

n sudé " nliché .
2m+1
.’XI X
= Z(— k- Z(— e
QR (2m + 1)!
=Ccosx +1-s8inx O
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Komplexni koreny

Méjme koreny kvadratické rovnice ve tvarup +q - i.

K - e(p+qi)x + Ko - e(p—qi)x =Ky -eP*. eqix + Ky - eP* . e—qix

=K -eP* - (cosgx + i singx) + Ko - eP* - (cos(—gx) + i sin(—qx))
= K1 -e?* - (cosgx +isingx) + Ko - eP* - (cos gx — i sin gx)
=eP* . [(K1 + Kg)-cosqx + (K1 — K») -1 - singx]

Veta
Jsou-li p + qi komplexni koreny charakteristické rovnice
kay” + by’ + c = 0, pak obecné feseni diferencialni rovnice je

y =eP*.(Cq-cosgx + Cy - singx).
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Re&eni homogennich diferencialnich rovnic

Uloha
Naleznéto obecné reseni diferencialni rovnice y” + 2y’ + 5y = 0.

Reseni: Vyfe$ime charakteristickou rovnici:

E2+2E+5=0
D=922_4.1.5=4-20=-16
-2+ V=16 -2+4; .
kig = 571 =—3 =-1+2

y=e*.-(Cq-cos2x + Cs - sin 2x)
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Obecné reSeni nehomogenni diferencialni rovnice

Véta

Meéjme diferencialni rovnici ay” + by’ + cy = f(x). Bud' v(x) néjaké reseni
této rovnice a bud'y = C1 - g(x) + Cq - h(x) obecné reseni homogenni
diferencialni rovnice ay” + by’ + ¢ = 0. Pak obecné reseni nehomogenni
diferencialni rovnice je

y=C1-8x)+Ca-h(x)+ v(x).
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Metoda neurcitych koeficientu

Véta
Mejme diferencialni rovnici ay” + by’ + cy = f(x). Pak
@ Je-lif(x) = e* - P(x), kde P(x) je polynom stupné d, pak existuje
polynom Q(x) stupné nanejvys d takovy, Ze funkce
v(x) =" - e - Qx)
je resenim diferencialni rovnice, pficemz r € {0, 1, 2} je nasobnost
Cisla k jakoZto kofene charakteristické rovnice.
@ Je-lif(x) = eP* - (P(x) - cosqx + R(x) - singx), kde P(x) a R(x) jsou
polynomy stupné nanejvys d, pak existuji
polynomy Q(x) a S(x) stupné nanejvys d takové, Ze funkce
v(x) =x" - eP* - (Q(x) - cosgx + S(x) - singx)
je resenim diferencialni rovnice, prficemZz r € {0, 1} je nasobnost
¢isla p + qi jakoZto kofene charakteristické rovnice.
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Re&eni nehomogenni diferencialni rovnice

Uloha
Naleznéte obecné reseni diferencialni rovnice y”’ + y = sin 3x.

Reseni: Redeni homo-

genni rovnice: Pravé strana: e% - (0 cos 3x + 1 sin 3x)

y =7y v(x) = x° - % - (A cos 3x + B sin 3x)
2

k®=-1 v(x) = Acos3x + Bsin 3x
k =+ v'(x) = —3A cos 3x + 3B sin 3x
y = e%(C1 cosx + Cy sinx) v (x) = —9A cos 3x — 9B sin 3x
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Re&eni nehomogenni diferencialni rovnice

Dosadime v(x) do diferencialni rovnice

v (x) + v(x) = sin 3x
(—9A cos 3x — 9B sin 3x) + (A cos 3x + B sin 3x) = sin 3x
— 8A cos 3x — 8B sin 3x = sin 3x

cos3x: -8A =0

sindx: -8B =1

1
A=0 B=-=
8
__14
v(x) = —3 sin 3x
Resenijey = C;1-cosx + Cy - sinx — % sin 3x
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Metoda variace konstant

Véta
Meéjme diferencialni rovniciay” + by’ +cy = f(x). Bud'y = C1 -y1 + Co - y2
feseni prislusné homogenni rovnice. Oznacme

Y1 y2 0 2 yir O
W(x)=‘ ;o Wl(x)=‘ ) Wg(x)=‘ ,
Yy % 2y y 2
kde c; ’g ‘ = ad — By. Potom obecné feseni nehomogenni diferencialni
rovnice je

Wi(x) de + Wa(x)

W) 2 | W W

y=Jyi-
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Reseni diferencialnich rovnic pomoci variace konstant

Uloha

Naleznéte obecné feseni diferencialni rovnice y” — 4y = —1

1+e2x "

Reseni: Obecné Fe$eni homogenni rovnice je:
2 _ _ _ 2x —2x
k“-4=0 - Ek=+2 > y=K;j-e“*+Ky-e™*.

Spocitame Wronskidny: y1 = €%, yg = ™2, y| = 2™, y, = -2

er e—Zx
W =| g o g, 2 |=—2-2=~4
0 e 2% 1 1 -1
Wix)=| 1 o | T T ox % 2% 4 o4
o e e2r 1+e2r o2 4ok
er 0 er
Wo) =| g 00 1 |= o
€ 1+e2x L+e
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Reseni diferencialnich rovnic pomoci variace konstant

W1 B 1 t = e 1 d¢
W A= f 4(e2x + o) dr = ‘ dt = 2e*dx ‘ 4(t +12) 2t

_lfL_Ll dt
8 t2+t3 8 t+1 ¢t 2

2x+1 1 1 -2x —2x
8(ln o —ezx)+C1:§(ln(1+e )—e )+C1

Wo e2x 1 2e2x
2 dx = doc = —= da
w f —4(e?c + 1) 8 fezx +1

—£InE* + 1)+ Cy

Obecné reSeni:
y =e?*. [% (ln(l +e %) - e_zx) + Cl] +e 2. (—% Ine® + 1) + Cz)

% : [ezx n(1 +e %) —e 2 . In(1 + ) - 1] +C1-e¥+Cy-e7%
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