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Obycejné diferencialni rovnice

Obycejné diferencialni rovnice: F(x,y,y’,y”,...,y™) = 0.

Obycejna diferenciélni rovnice prvniho fadu: F(x,y,y’) = 0.

Uloha
Jak vypada populaéni graf populace, ve které ma jedinec v praméru
(P + 1) potomk(?

Reseni: Pokud m4 stara generace y jedincl, pak nova ma (P + 1) - y
jedincu. Priristek jetedy (P+1)-y -y =P - y.

y =Py funkce y = 0 je specialni feSeni D.R.
dy

=~ _p.

dx Y

d

Y_p. o pokud y # 0
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Obycejné diferencialni rovnice

o fro

Inlyl=P-x+C, CeR

-

—N=
RS

b’lZer.eC
y>0=y=el
y<0=y=—eC. e
y=0=y=0-e

e  pokudy >0

K =3 —¢ pokudy <0
0 pokudy =0

y=K-e™
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Definice

Definice

Obecné feseni diferencialni rovnice je mnozina vSech funkci y = f(x),
které splfiuji F(x,y,...,y™) = 0.

Partikularni feseni diferencialni rovnice je funkce, ktera nalezi mezi
obecna feSeni a spliuje pocate¢ni podminky (téz okrajové podminky).

Definice
Diferencialni rovnice prvniho fadu feSitelna separaci proménnych je
rovnice tvaru

y =fx) - 8).

dy dy f dy f
—_— . —_ —_— . dx —_ —_— dx



Obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu Diferencialni rovnice feSitelné separaci proménnych 5/15

Re&eni rovnic separaci proménnych

Uloha

Naleznéte obecné feSeni diferencialni rovnicey’ =P -y - (1 — j‘v—l)

Reseni: Vyjime&na fedenijsouy =0ay =M. Pro 0 £y # M plati

dy P y
M- 2 |=P.
oY ( y) 1nM—y P-x+MC
dy P y Px _MC
= — dx ——|=e""e
y-M-y) M M-y
dy f P y P
= | — dx — =K-e*
f y- (M y) M M -y
f[ ]dy fM y=M-y) Ke™
—(lnbfl—lnlM |)— x+C _ MEe™
Y Y T 1 f KeP
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ResSeni rovnic separaci promennych

|
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Homogenni diferencialni rovnice prvniho radu

Definice
Homogenni diferencialni rovnice prvniho fadu je rovnice, ktera lze vyjadrit
ve tvaru y
1)

X
Fakt
Homogenni rovnice se resi substituci z = % neboliy = zx. Pak dostaneme

/ / / /
y=x)=2-x+z-1=2"x+2z.
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Re&eni homogennich diferencialnich rovnic

Uloha

Naleznéte obecné fedeni diferencialni rovnice x2y’ = y2 — xy a naleznéte
partikularni reseni vyhovujici podmince x = -1,y = —1.

Reseni: Vyjimedna feSeni:z=0az =2, neboliy =0ay = 2x.

 _Y_xy f dz _ (dx
Y T x2 k2 22 -9z X
2 1 1
y (L) -2 f[ 2 _z)dzz d
X X z2—-2 z X
dx+z=2"-z lnl -2/ -Inkl)=Inl|+C
%-x:22—2z lnz_2 =1lnx? + 2C
dx z
dZ _dx 2—2 9 2C
22-92 «x z e
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Re&eni homogennich diferencialnich rovnic

z—2

=K -x?
2
z-2=z Kx? T
Y _9_Y K2 1
X X il
y—2x =y - Kx? 1
— 2x | |
S W7 I I
2= 1
T T 14K (-1)2
K=1 1
2
g
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Linearni diferencialni rovnice

Definice
Diferencialni rovnice prvniho fadu se nazyva linearni, kdyz ji Ize vyjadrit ve
tvaru

y +y-fx) =gx).

Algoritmus (Metoda variace konstanty, krok I)

Oznacme F'(x) primitivni funkci k —f(x). Nejdfive reSime diferencialni
rovnici s nulovou pravou stranou:

y+y-fx)=0 Inly|=F(x)+C
%=—y-f(x) byl = @ - e”

f‘i—y=—f(x)dx y=K "™
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Metoda variace konstanty

Algoritmus (Metoda variace konstanty, krok Il)

Konstantu K zaéneme povazovat za funkci, neboli provedeme substituci

K = k().
y +y-f(x) =gkx)

(k@) - @) + (k@) - ") - flx) = g(x)
B (x) - @ + k(x) - @ . (—f(x)) + k(x) - '@ - f(x) = g(x)
' (x)-e"™ = g(x)

11/15

,on_ 8)
k' (x) = @)
X
k)= | 22 4y = pwy+ C
F (%)
Obecné fedenije y = k(x) - ef® = (h(x) + C) - ef'®.
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Reseni linearni diferencialni rovnice

Uloha
Naleznéte obecné reSeni diferencialni rovnice y’ +y - tgx = sin 2x.

Reseni: Zaéneme separovat rovnici s nulovou pravou stranou:

y +y-tgx=0
dy smx

V' Cosx
fdy fsmx
COSX

Inly| =In|cosx|+C
C

ly| = |cosx|-e
y =K -cosx K = k(x)
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Resdeni linearni diferencialni rovnice

Dosadime ve variaci konstanty:

y +y-tgx = sin 2x
sinx
COS X
k' (x)-cosx + k(x) - (—sinx) + k(x) - sinx = sin 2x

= sin 2x

(k(x) - cosx) +k(x) - cosx -

k' (x)-cosx = 2sinx - cosx
k'(x) = 2sinx

k(x) = f2 sinx dx = —2cosx + C

Obecné fedenijey = (-2cosx + C) - cosx = C cosx — 2 cos® x.
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Bernoulliho diferencialni rovnice

Definice
Bernoulliho diferencialni rovnice je rovnice typu

y +fx)-y =g - y".

Algoritmus
Vydélime rovnici y™* a dostaneme
y )
ol i n-1 g(x)
yr oy
Provedeme substituci
B , 1-n ,
A A yn Y

a dostaneme linearni diferengiélnl’ rovnici
%
+f(x) -z = g(x).

1-n




Obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu Bernoulliho diferencialni rovnice prvniho fadu

Resdeni Bernoulliho diferencialnich rovnic

Uloha
Naleznéte obecné fedeni rovnice x*y’ + x3y = 2xy3.

15/15

L &imz dostaneme

Reseni: Provedeme substituci z = ;

%x‘lz’ +x32=9¢ neboli 2 - & = —%.

Re&enim rovnice s nulovou pravou stranou dostaneme
-1 2
z=K.el2 d_g o ne _ g 42

Variaci konstanty spocitame

—4x73 —4x~4 1
K_f 2 dx = = +C_F+C

Mémez:(é +C)-x2 —x2+C-x2

v _ 1 X
ReSenijey =272 = =

Vi2+C-x2 V1+C 5%+

=
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