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Motivace nevlastniho integralu
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Definice nevlastniho integralu

Definice

Je-li funkce f(x) integrovatelna na vSech intervalech (a, ), pro vSechna
9

¥ > a, a existuje-li vlastni ,}im f(x) dx, pak definujeme
- Jq

f f(x) dx = hm f(x)dx A
a fikame, ze nevlastni integral konverguje k A. Ve vSech ostatnich
pripadech fikame, Ze integral diverguje.

Obdobné se definuje nevlastni integral fu f(x) dx.

Integral foo f(x) dx se definuje jako f(x) dx + f f(x) dx.

Nevlastni urcité integraly Nevlastni integraly 4/11

Nevlastni integral u polu

Definice

Bud’ f(x) funkce integrovatelna na kazném intervalu {a, 1), pro vSechna
a < ¥ < b. Je-li funkce f(x) neomezena na intervalu {a, b) a existuje |i

vlastni 11mf f(x) dx pak definujeme

b )
[ e de=lim [ feds

a rikame, ze je integral konvergentni, v opaéném pfipadeé, ze je
divergentni.
Obdobné se definuje integral u funkce neomezené pfi dolni mezi.
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Pouziti nevlastniho integralu

Uloha
Jaky je objem télesa, které vznikne rotaci funkce x.llnx kolem osy x
pro x € (e, ).
Reseni:
2
°° 1 * 1
[ ] o[ e
e x-Ilnx e X Inx
t=Ilnx e—1 f‘x’ 1
= 1 = —_ dt
dt = de 00 — 00 1t
9
= lim — = lim [lnt]ll9 = lim (In® - 0) = o
P—o0 1 t P—00 P—00
Téleso ma nekonecny objem.
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Gama funkce

Definice
Pro kazdé kladné Cislo x definujeme

I'x) = f 1.e7t dt.
0
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Vlastnosti funkce gama

Tvrzeni
@ I'(x+1)=x-T(x) pro vSechnax > 0;
@ I'(n) = (n-1)! provsechnan € N;
o r(})=vx

Dukaz.
u =et v=¢*
u=-e?t v=x-t1

= [—tx -e_t](o)o — foox L (—e™?) d¢

0

F(x+1):f et dt =
0

=O—O+x-f F 1ot dt = x - T(x)
0

Vime, ze I'(1) = 1, takzZe indukci I'(n) = (n — 1)!. O
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Uziti gama funkce pfi vypoctu integrald

Uloha
Spoctéte f e™ du.
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Beta funkce

Definice
Pro kazdou dvoijici kladnych Cisel x a y definujeme

1
B(x,y) = fo 1o -yt de

Tvrzeni
Pro vsechna x, y plati

I'(x)-T'(y)

B(x,y) = B(y,x) = Tty
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Uziti beta funkce pri vypoctu integrall

Uloha

1
Pomoci funkce beta spoctéte f V1 —x2 dx.
0

Reseni:
2 1
.2 X 0—-0 e — g
f 1-2%dx = ‘dt—Zxdx 1—>1‘ j; 1 t2x
1 (o 1 1 14 3 4 1 _(13
_Qfo t2.(1-1)2 dt_éfo t27 . (1 -1)2 dt_§ B(2 2)

r(z)-sr(z) 1 (r (1))2

1
-2 1! 4 2

), takze T'(3) = vx.

DO =
DNO| =

Ma platit Z = } - (I'(
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Uziti beta funkce pfri vypoctu integrall
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Uloha

T . 3

2 sln X
Spoctéte f dx.
P 0 Vcosx
Reseni:

s .3 . 0 _2
f2 sin® x dx:‘ t = cosx 7(T)—>1‘:f (1 t)-(—dt)
0 Vcosx d¢t = — sinxdx 5 — 0 1 \/z
1 — 42
=f(1—t2)'t_%dt=‘ s=1 O—>O‘

ds=2tdt 1->1
ds
f(l—s) s~ -—: f(l—s) s 1 ds

_ 1 g1l 2-1 3o _ = 1
—2‘f0 -(1-s8)*""ds 2B(42)
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