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Urcity integral Riemannuv integral

Motivace integralu
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Definice déleni

Georg Friedrich Bernhard Riemann

1826—1866
Definice
Bud f(x) funkce, ktera je po ¢astech spoijita na intervalu {a, b). Déleni
intervalu (a, b) je mnozina D = {x1,...,X,+1} SpINujici

AQ=x1<X9<- <X, <Xnt1=b

pricemz tato mnozina obsahuje i body, kde f neni definovana nebo neni
spojitd. Norma déleni D je maximalni délka podintervalu v D, ;.
max{x;.1 —x;; 1 <1 <n}. Norma déleni se znaci v(D).
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Definice Riemannova integralu

Definice

Rekneme, Ze funkce f(x) ma (Riemann(v) urgity integral od a do b
roven A, pokud ke kazdému & > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé
déleni D intervalu {a, b), jehoz norma je mensi nez 4, plati

n
<&

Zf(ci) (wip1 — %) —A

1

l

pro libovolna Cisla ¢; € (x;,x;,1). Tato skuteCnost se zapiSe vyrazem

b
f f(x) dx = A.

V takovémto pripadé rfikame, ze funkce f je na intervalu {a, b)
integrovatelna. Cislu a se fika dolni mez a Cislu b horni mez integrace.
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Definice Newtonova integralu

Definice

Necht je funkce f(x) spojita na otevieném intervalu I a necht a, b € I.
Necht je F'(x) néjaka primitivni funkce k f(x). Pak vyraz F'(b) — F(a)
nazveme (Newtonovym) integralem funkce f(x) od a do b, coz symbolicky
zapiSeme jako

b
f fx) dx = [Fx)]° = F(b) - F(a).

Pozorovani
Definice nezavisi na volbé primitivni funkce: je-li G(x) = F(x) + ¢, pak

[Gx)12 = G(b) — G(a) = F(b) + ¢ — (F(a) +¢) = F(b) - F(a) = [F(x)]2.
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Zakladni veta kalkulu

Veta
Ma-Ili funkce f(x) Newtondiyv i Riemannuv integral od a do b, pak se tyto
hodnoty rovnaji.

Dukaz.
F®b)-F@)=F(x,.1) - F(x,) + F(x,) —---— F(x9) + F(x9) — F(x1)
=3 (Fli) - F)
= Zil (f(c;) - (xix1 —x;)) pronéjaka c; € (xj4+1,%;)

z véty o stfedni hodnoté. Limitnim prechodem dostaneme

lim (F(b)~F@) = lim 5" (f(c)- (xiv1 — 1)

v(D)—0

Newtonl‘]vff(x)dx:Riemannl‘Jvff(x)dx O
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Vypocet urcitého integralu

Tvrzeni (Per partes)
Jsou-li funkce u’(x) a v’(x) spojité na {a, b), pak

b b

fu’(x) -v(x) dx = [u(x) - v(x)]z — fu(x) v’ (x) dx.

a a

Tvrzeni (Substituce)

Necht je F'(t) primitivni funkce ke spojité funkci f(t) na intervalu J, necht
je g(x) spojita funkce na intervalu I, ktery obsahuje a a b. Necht' pro
vSechna x € {(a,b) patfi g(x) do J. Pak je

b g(b)
ff(g(x))-g’(x)dx= ff(t) dz.
a ga)
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Priklad na urcity integral

Uloha
d X
Spoctéte f x - sin = dx.
0 2
Reseni:
T X u =sin v=x
fx-sm—dx: 2
0 2 u=-2cosz v =1

[ X n 4 X
—_ —2 —_— ] —_— —2 —
_ cos 5 X . fo cos 5 dx

D[ DR

— n 0 t
_—2-COS§-7T—(—2'COS§-O)] —‘ d

0-0
dx 7— %

:0-0-[2 ~2cost-2dt = 4 - [sint]?
0

:4-[sing—sinO] —4.[1-0]=4
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Priklad na urcCity integral

Uloha
7T
Spoctéte f sin® x - cos* x dx.
0

T 7T
f sin®x - cos?x dx = f (1 —cos®x) - sinx - cos* x dx
0 0

| t=cosx 0-1
| dt = -sinxdx 7— -1

Reseni: 4
:f (1-t%)-sinx-¢*- d,t
1 —S1inx
-1 5 4711
t t
= — t*—tSdt=-|= - =
J - l5 71,

33635
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