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Racionalni funkce

Definice
P(x)

Q(x)

je stupen P(x) mensi nez Q(x), pak se R(x) nazyva ryze racionalni funkce.

Racionalni funkce R(x) je podil dvou polynomU P(x) a Q(x). Pokud

Véta
KaZda racionalni funkce se da jednoznacné vyjadrit ve tvaru
R(x) = P(x) + S(x), kde P(x) je polynom a S(x) je ryze racionalni funkce.

Uloha
Lo B+ 2P+ -4, . o
Vyjadrete 271 jakozto soucet polynomu a ryze racionalni
X
funkce.
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Déleni polynomu polynomem
Reseni:

B3 +22 +Tx—-4): 22 +1)=3x+2

— (3x3 + 3x)
2% + 4x — 4
— (2x2 +2)
4x — 6
3x3 +2x2 + Tx — 4 4x — 6
=3x+2+
x2+1 x2+1
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Rozklad polynomu

Véta

Kazdy polynom Q(x) = a,x™ + - -- + a1x + ag Ize rozloZit na soucin
Q) = an - (X — 1) -+ (x = &)™ - @ + pax +v1)™ - @2 + g + ),

kde &; jsou kofeny stupné r; a x + u;x + v; jsou polynomy, které nemaji
v R kofen.

3/15

4/15

Definice

Ax + B
nebo

Parcialnimi zlomky rozumime zlomky typu )
y yyp (x =&)Y (x2 + px + v)s
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Rozklad na parcialni zlomky

Véta

Je-li S&)

0w 'yZze racionalni funkce a

Qx)=anp-(x—&)" -

(@ — &)* - (7 + px + v

potom existuji jednoznacné urcené parcialni zlomky se jmenovateli

(x — &1), (x = €12, ...,

(x — &), (x —&)2, ...,

(x =&,

(x — &),

@ + wgx + vy,

(x? + p1x + 1)L,

(2 + p1x +v1), (% + ix +v1)?%, ..,

(2 + g +vp), (62 + g + )2, L, (2 + gx + ),
S(x)

Q)"

jejichz soucet je roven
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Rozklad na parcialni zlomky

Uloha
4dx
x+ 12 -(x-1)

Spoctéte

Reseni: M4 platit

4 A N B N C
Wt+x2-x-1 x-1 x+1 (x+1)2
neboli
4 A -2 +2x+1) B-(x?-1) C-(x-1)

Br2-2-1 @+12 x-1) @+12-@-1 @ @+12 @-1)

takze plati

4=A - +2x+1D+B-x*>-1)+C-(x-1)
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Rozklad na parcialni zlomky

Jedné se o rovnost polynomu, takZze se museji rovnat koeficienty:
x>: 0=A+B
x!: 0=24+C
x’:4=A-B-C

Tato soustava mafeSeniA=1,B=-1,C = -2.

f 4dx _f de dx _f 2 d
x+12-x-1 J x-1 x+1 (x + 1)2

2
=Inx-1-Inx+1|+ — +C
x+1
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Integrace parcialnich zlomkd

Lemma

dx dx 1
ffo_ln'x_f”C ° f(x—f)r:_<r-1>-<x—§>r-1+c

pror > 1.

Dukaz.

dx t=x- dt
fng— dt = dx —f7—1“'x‘f'+c

dx t=x— _,
(x—¢r |dt=dx ‘ft at

t—r+1 1

—r+1+ _(r—l)-(x—f)"‘1+c
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Zaporny diskriminant

Ax+B A 2x+ypu .\ B—’%
2 +ux+v)ys 2 x2+ux+v (2 +px+v)

Prvni Clen se zintegruje snadno

2
fxzfﬂ;’ivdx:ln(x2+,ux+v)+0

V druhém Clenu vyjadfime

1 1
2 s 2 2
(X% + ux +v) (x+%) _|_V_,uZ
. u ﬂz
a provede se substituce x + 5 = /v — 7t
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Priklad na zaporny diskriminant

Uloha
Soététef s
P x2 —4x + 13
Reseni: 4x - 5 = 2 (2 — 4) + 3. Pogitame f 4x-5
x2 —4x + 13
=f2- 2x -4 dx+f 3 dx
x2 —4x + 13 (x2 -4x+4)-4+13
3 du (x — 2)% = 92
= 2In(x? — 4x + 13) + T x—9 =3¢
=2 dx = 3d¢
_ 2 ~ .
= 2InG2 - 4x +18)+ [ 00 = 2InG —4x+13)+ft2+1

i
= 2In(x? — 4x + 13)+arctng +C
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Komplexni priklad

Uloha

3
x° -2
Spoctéte dx.
P f x3 + 2x2 + 2%

Reseni: (x3 —2): (x3 +2x2 +2x) = 1, zb. — 2x2 — 2x — 2.

22 -2%x-2 A Bx +C
== +
3 +22+2x x  x2+2x+2

2% -2x-2=A-(x*>+2x+2)+ Bx+C) -x
x?: -2=A+B
xl: —2=2A+C
X —2=2A

v

ResSeni soustavy jeA=-1,B=-1,C =0.
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Komplexni priklad

Dostali jsme
-2 P, )
f % dx = fldx+f AL
x3+2x2+2x x3 + 2x2 + 2«

Iy
x2+2x+2

1 2x+2-2
:x—ln|x|+f adal dx
2 X242 +2

:x—ln|x|—1f 2x + 2 dx+f 1 dx
2) x2+2x+2 x+1)2+1

x+1=t
dx = d¢

:x—ln|x|—%-ln(x2+2x+2)+

1 1
:x—lnlxl—é-ln(x2+2x+2)+ft2+1dt

1
=X - 5 ln<x4 + 203 + 2x2) +arctg(x+1)+C
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Integrace racionalnich goniometrickych funkci

Jak spocitat
fsin”x-cosmxdx, n,meZ

@ Je-lin liché, Ize pouzit substituce ¢ = cosx a vzorec

sin®x = 1 — cos? x.

@ Je-lim liché, Ize pouzit substituce ¢ = sinx a vzorec

cos2x = 1 — sin®x.
Ly vy , v . 9 1 - cos2x
© Jsou-li obé ¢&isla suda, pouzijeme sin” x = 5
9 1 - sin2x
a Cos™x =
2
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Integrace racionalnich goniometrickych funkci

Uloha

1
Spoctéte f dx.
CoS X

Resdeni: Jedna se vlastné o fsinox . cosLx dx.
COS X COS X
[ as e
cosx . cos _sinZy
1

| t=sinx _f fg f
| dt = cosxdx | D)

'1+t

[\Dll—*

:11n|1+t|—11n|1—t|+C:ln

2 2 ¢

+C

1 -sinx 2 COS X

. N .
n 1+s?nx+C:1n\/(1+smx) +C:1n'1+s1nx
1-sin“x
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Univerzalni substituce

Pri pocitani s goniometrickymi funkcemi Ize vzdy pouzit substituce

X
t=tg=
&9
pfi této substituci klademe
sinx = 2 cosx—l_t2 tgx = 2
142 T1i2 BT 1@
1 —¢2 2
cotgx = a dx dz.

ot T 1+22
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