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Primitivni funkce

Definice

Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkci k funkci f na intervalu I, pokud
pro vSechna x € I plati F’(x) = f(x).

Tvrzeni

Je-li funkce F' primitivni funkci k funkci f na intervalu I, pak je funkce
F + k, pro libovolné k € R, také primitivni funkci k funkci f .

Veta
Je-li funkce f na intervalu I spojita, pak primitivni funkce k funkcif nal
existuje.
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Neurcity integral

Umluva
Mnozinu v§ech primitivnich funkci k funkci f zna¢ime

ff(x) dx.

To, ze je funkce F primitivni funkci k funkci f, znac¢ime

ff(x)dx:F(x)+C.
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Zakladni integracni vzorce

dex:C fdx:fldx:x+C

a+1
fx“dx:x +C,proa#1 f%:fldx:lnleC
a+1 X X

fsinxdx=—cosx+C fcosxdx=sinx+C

fl dex =tgx+C f12 dx = —cotgx + C

cos? x sin“ x

1 1
fmdxzarcsinx+0 fl+x2dx=arctgx+C

Plati (Inx)’ = 1, stejné jako (In(-x))’ = £ - (-1) = 1. Prvni funkce ma za
definicni obor (0, 00), druha (-0, 0). Takze Ize fict, ze funkce In |x| ma za
derivaci 1 na mnoziné R \ {0}.
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Integrace souctu a rozdilu

Véta

Necht jsou f a g dvé funkce a k € R. Pak plati
o [(fw)+gw)) dx = [f(x) dx+ [gx) dx
o [(f)-gw)) dx = [f(x) dx~ [gx) dx
@ fk-f(x)dx:k-ff(x)dx
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Duikaz.
Necht je [f(x)d = F(x) + C a [ g(x) dx = G(x) + C. Pak

(F(x) + G(x)) = (Fx) +(Gx) =f(x) +8gx).

Obdobné pro rozdil a nasobek konstantou.
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Prima integrace
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Uloha
2 _
Spoctéte f v Tx+2 dx.
X
Reseni:

— 2
fgx x7x+2dx f(——ﬁﬁ)dx f(3x—7+§)dx

(eac [7ae [
s feart fass [ Lo

= éx —Tx+2Inx| +C
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Metoda per partes

Véta (Per partes)
Pro funkce u(x) a v(x) plati

fu’(x) cv(x) dx = u(x) - v(x) — fu(x) -0 (x) dx

Dukaz.

Upravami vzorce pro derivaci souginu dostaneme

w-v)Y=u"-v+u-v

u -v=wWw-v) -u-v

fu’-vdx:f[(u-v)’—u-v’] dx
fu’-vdx:u-v—fu-v’dx O
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Priklad na per partes

Uloha
Spodtéte f x? - e dx.

Reseni:
2
u' =e* v=x
x% e dx = U =e* . x% - | & -2 dx
u=¢e* v =2
_ 2 u' =e* v=2
B u=e* v =2

:xz-ex—(ex-Zx—fex-2dx)

=x?- e -2-+2-+C=x2>-2x+2)-¢*+C
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Integrace logaritmu

Uloha
Spoctéte f In(x — 3) dx.

Reseni:

fln(x 3) dx = fl In(x — 3) dx =

=(x—-3) Inkx - 3)—f(x 3) - %dx

:(x—3)-ln(x—3)—fdx
=x-3)'Inx-3)-x+C
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Rovnice v per partes

Uloha
Spoctéte f sin? x dx.
Reseni:
: : : u' = sinx v =sinx
fsmzxdx:fsmx-smxdx: ,
u=-cosx U =cosx

= —cosx-sinx—f(— cosx) - cosx dx
:—cosx-sinx+fcoszxdx

:—cosx-sinx+f(1—sin2x) dx

:—cosx-sinx+fdx—fsin2xdx
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Rovnice v per partes

fsinzxdx:—cosx-sinx+x—fsiandx |+fsin2xdx
2-fsin2xdx=—cosx-sinx+x |: 2

1
fsinzxdx: 5(—cosx-sinx+x)+C
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Substituce

Tvrzeni

Bud’ F'(x) primitivni funkce k funkci f (x) na intervalu I a bud’ g(x) funkce
spojita na intervalu J s vlastnosti g(J) c I. Pak je F(g(x)) primitivni funkce
k funkci f(g(x)) - g’ (x) na intervalu J .

t =g(x)
f Fg®) g/ @) dx = | dt = dg(@)
dt = g’(x)dx

= ff(t) dt=F@t)+C=Fgkx)+C
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Priklady na substituci

Uloha
arcsinx
Spodtéte f x2.e™ dx a dx
V1 — x2
Reseni: f o B N
fx2-e‘x3dx= dt = —3x2 dx :fo.et. 27
_ _dt —oX
dx = —3x2

—_ 1 t _ 1.t _ 1 _ —x
——g'fe dt——ge +C——§€ +C

L = arcsmx

[ = d |- [ Viaar
Vi-a mdt Vi-a?

ftdt— o) +C = 2arcs1n2x+C
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Substituce za odmocninu

Uloha
Spoctéte fx-\/4—x2 dx.
eseni: =4 — x2
fx~\/4—x2dx: dt = —2x dx :fx ————f\/_dt
dx:i —2x
—2x
1 t% 1 9.3
——§ §+C——§-(4—x )2+C
t = V4 — x2
. —_ 2 = = .
f’“ VA=A = ordr = —2x da f T2x f a
dx = 2

3
—§+C:—%(\/4—x2) +C
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Substituce za jmenovatele

Pozorovani
frx)y . _
U zlomku typu volime substituci £ = f(x).
yp 70 f(x)
"(x ;= dt
%dx:‘ dt:;,(g)dx :f7:ln|t|+C:ln|f(x)|+C
Uloha
X
Cté dx.
Spoctete f 211
Reseni:
A2
[ - . [ dfd ey
x2+1 —dx:@ S Jt 22 2J ¢t 2
2%
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Cyklotomické funkce
t2 = b—zxz
fdx ‘f e | _} _fb_dt
a? +b2x2 a2(1+ b—§x2) B : - g:lx J a2 +1¢2)
a } = b
dt 1 b
= fab(1+t2) =7 -arctgt + C = E-arctgax+0
t2 = 2—2352 .
) jr— - _x )
Va2 — b2x2 B2 @ - V1 —¢2
a X \/a2 (1 azxz) i = gdx a
:fb- dlt—tz :%-arcsint+C:%-arcsingx+C

V obou pripadech Ize rovnou pouzit substituci at = bx.
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Priklad na integraci

Uloha
Spoctéte f arccos 3x dx.

Reseni: f arccos 3x dx

u' =1 v =arccos3x 3 f -3 dae
— B , _3 =x-arccos3x — | x ————
U=x U ="oz V1 -9x2
t = V1 — 9x2
= X - arccos 3x — % = 1 - 9" —x-arccosSx—fx-_S- —tdt
B otdt = -9 - 2xdx | t Ox
_tdt
dr = -5
1 1
= X - arccos 3x — §fdt = X - arccos 3x — §V1—9x2 +C
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Priklad na integraci

Uloha
Spoctéte fx~(cosx+e‘x2) dx.

Reseni: Ulohu rozdélime na dva integraly

fx-(cosx+e‘x2) dx:fx-cosxdx+fx-e_x2dx

J1 Jo

u =cosx v=x

31 = )
1 u=smx v =1

:x-sinx—fsinxdx

=x-sinx +cosx +C
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Priklad na integraci

= ——352
J9 =| df = —2xdx =fx-et-i=—1fetdt
- 2
1 1
= —Qet +C = —ée_xZ +C

—x2 . 1 _»
fx-(cosx+e x)dx:x-smx+cosx—§e “+C
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