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Definice vazanych extrému

Definice
Rekneme, Ze funkce f(x1,...,%,) ma v bodé A maximum vazané
podminkami

gl(xl’,xn)zoa gZ(xlawxn):O, gr(x].”xn):()a
pokud plati g1(A) = g2(A) = --- = g-(A) = 0 a pro jakykoliv bod B,

spliujici tutéz podminku, plati f(A) > f(B).
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Hledani vazanych extrému dosazenim
Uloha
Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = xszyyz vazané podminkou y = x + 3.
Reseni: Do funkce f dosadime x + 3 za y.
x(x + 3) x2 + 3x
h(x) = =
X2+x+3)2 2x2+6x+9
B ) = (2¢ + 3) - (2x2 + 6x + 9) — (x? + 3x) - (4x + 6)
B (2x2 + 6x + 9)2
B 4x3 + 18x2 + 36x + 27 — 4x3 — 18x2 — 18« B 18x + 27
- (2x2 + 6x + 9)2 (222 + 6x + 9)2
Funkce A ma v bodé —3 lokalni minimum.
Funkce f ma v bodé (—% %) vazané lokalni minimum.
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Hledani vazanych extrému dosazenim

Uloha

Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = x2 — y? vdzané podminkou x? + y2 = 4.

Reseni: Vyjadiime y2 = 4 — x? a dosadime do funkce f.

h(x) =x% — (4 —x2) = 2x% — 4, h'(x) = 2x

Koren derivace je x = 0. Mame A’ (x) = 2, takze funkce A(x) ma v bodé 0

lokalni minimum. Funkce f(x,y) méa v bodech (0, 2) a (0, —2) vazana
lokalni minima.

Dosazeni, které jsme provedli, je vlastné y = + V4 — x2, takze

Dh) = (-2, 2). Takze funkce h(x) ma maxima v bodech -2 a 2.
Funkce f(x,y) ma vazana lokalni maxima v bodech (-2, 0) a (2, 0).
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Odvozeni Lagrangeova multiplikatoru

gx,y)=0

" flx,y)=c

teCnakfvA =teCnakgvA

0 5 0, 0,
—f(A), —f(A) =4 —g(A), ;g(A) pro néjaké A # 0
0x Oy 0x oy
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Metoda Langrangeovych multiplikatoru

Véta (Lagrange)

Méjte f(x1,...,x,) ag1(x1,...,0y) ...8r(x1,...,%,) SPOjité vSechny
parcialni derivace. Sestavime funkci
L(xl’ ©oo axn) + /ll gl(xla © 00 ,xn) +-- /lr ‘gr(xl, 0o 0o axn)

o n proménnych a r parametrech. Pak reseni soustavy n + r rovnic

OL

P 0, pro véechnai,  g; =0, pro véechnaj
l

dava extrém funkce f vazany podminkamigy =0, ...,g, = 0, pokud
A; # 0, pro vSechnaj.

vévoda Joséph-Louis de Lagrange
(Giuseppe Lodovico Lagrangia)
1736-1813
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Hledani extrému metodou Lagrangeova multiplikatoru

Uloha
Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = xy vazané podminkou % + % = 2.
Reseni: V&imneme si, Ze x # 0, y # 0. Sestavime funkci L:
1 1
L(x,y):xy+/l-(—+——2)
X Y
oL -1 oL -1
— =y+4+ A — — =x+Ad-—
ox x2 oy y?
Re&ime soustavu tfi rovnic o tfech neznamych:
1 1 1 1
y—/l°—2=O x—/l-—2:O —+— =2
X Yy X Yy
A= yx2 A= xy2
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Hledani extrému metodou Lagrangeova multiplikatoru

Mame yx? = A = xy?, z &ehoz plyne x = y. Dosazenim do rovnice kfivky
dostaneme

1 + l =9
X X
2
2 -9
X
x=1 y=1 A=1
Spocteme druhé parcialni derivace:
2 2 2
oL_, 2 oL_, 2 oL _4
Ox? x3 Ay? y3 Ox0y

D1,1)=%-%-12=4-1=3> 0= jeto extrém

2 . .
9L - 0 = je to minimum
Ox2

Funkce ma v bodé (1, 1) vdzané lokalni minimum.
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Hledani extrému metodou Lagrangeova multiplikatoru

Uloha

Naleznéte extrémy funkce f(x,y) = x + y + 2 vazané podminkou

y? = x3 + %2,

Reseni: Sestavime funkci L:

Lx,y)=x+y+2+1-@% —x3—x?)

L

0 =1+24-(-3x% - 2x)
Ox

8L—1+/l 2y

Ay

v

ReSime soustavu tfi rovnic o tfech neznamych

1+1-(-3x>-2x)=0 1+1-2y=0 y? = &3 + &2
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Hledani extrému metodou Lagrangeova multiplikatoru

Z druhé rovnice vyjadfime A = —% a dosadime do prvni:

1 1
1-— (-3x2-20)=0 =y==-(=3x%-2x)
2y 2

Dosadime do rovnice kfivky

(—sz — 23(:)2 3 9

5 =x"+x
Oxt +12x3 + 46> 5
1 =x"+x
9x* + 8x3 = 0
8 -3% + 28 8
x1=0  x2=-9 = y1=0 y2= 5 =57

A=(0,0,B=(-5.~3)
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Hledani extrému metodou Lagrangeova multiplikatoru

Spocteme druhé parcialni derivace:

6°L 6°L 6°L
_2:/1.(—635—2) —2:2/1 =0
ox oy 0x0y
K bodu A neexistuje zadné 1. K bodu B mame A = —— = .
—2-5%
—271(_6.28_9).9.27 227,10 o 27 i :
D(B)_16(6 9 2)2 - 0= 352 {5 >0=jetoextrem,
2L > 0 = je to minimum.
Funkce ma v bodé (—%, —%) vazané lokalni minimum.
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Hledani extrému metodou Lagrangeova multiplikatoru

N
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Uloha ze Zivota na vazané extrémy

Uloha

Jak ma dité utratit 200 K& od maminky na pouti, kdyz jedna jizda na
kolotoCi stoji 20 KC, jedna porce sladkosti stoji 25 K¢, radost z kolotoCu se
popiSe funkci r = 47, kde j je pocCet jizd, a radost z cukrovinek se popise

funkei r = 225 kde s je potet snézenych sladkosti?
Reseni: Hledame extrém funkce £(j, s) = 4] + 222 vazany podminkou

20-7+25-s =200. Dosadimej = 10 — 43 do funkce f:

h(j) =4-(10 - §s) + 25
1D — 35(s+3) —35s _ —5s2-30s-45+105 _ sZ2+6s-12
WGy =-bs+ = 5p = (5+3)2 =5 Ty

Kofeny derivace: s = —3 + V21. Nas zajima kladny koren: s = 1, 6.
Nejlépe je penize utratit za 8 jizd na kolotocCi a 1,6 cukrovinek.
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