Extrémy funkci vice proménnych 1/14

Matematika 1
pro PEF PaE

10. Extrémy funkci vice proménnych

Premysl Jedlicka

Katedra matematiky, TF CZU

Extrémy funkci vice proménnych Lokalni extrémy funkci dvou proménnych 2/14

Definice lokalnich extrémd

Definice
Funkce f méa v bodé A lokalni minimum (resp. lokalni maximum), pokud
existuje okoli U bodu A takové, ze pro kazdé X z U plati

fX)=f@), resp. [fX)<f(A)
Funkce f ma v bodé A ostré lokalni minimum (resp. ostré lokalni
maximum), pokud pro kazdé X # A z U plati

f&X)>fA), resp. [fX)<[f(A)

Tvrzeni
Funkce f ma v bodé A lokalni extrém, jediné pokud pro kazdé x; plati

a_f(A) = 0, anebo i(A) neexistuje.
0x; Ox;
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Ukazky modelovych situaci

e XX X
s

maximum sedlo
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Kritérium pro extrémy

Véta
Bud' f funkce dvou proménnych majici v bodé A nulové druhé parcialni
derivace a spojité druhé parcialni derivace. Pak hodnota

o*f o*f 2
7(A) (A) O2f O%f %f
DA)=| % oxdy =—A-—A—(—A)

urcuje kvalitu extrému nasledujicim zptsobem:
@ Je-liD(A) > 0, pak je v bodé A extrém, a to

e ostré lokalni minimum v pfipade, ze %(A) > 0,
e ostré lokalni maximum v pfipadé, Ze gjc—’;(A) < 0.
@ Je-liDA) < 0, pak je A sedlovym bodem.
@ Je-liD(A) = 0, pak metoda nic nevypovida.
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Hledani lokalnich extrému
Uloha
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = 23 — 3x% + 6xy — y2 + 5.
Reseni: D(f) = R2. Funkci parcialné zderivujeme:
%:3x2—6x+6y %:Gx—Zy
Nalezneme body, kde jsou parcialni derivace nulové:
3x%2 —6x+6y=0 6x—2y =0
3x2 —6x+6-(3x)=0 —2y = —6x
3x%+12x =0 y = 3x
x1=0 x9=-4 y1:O y2:—12
Podezielé body: A = (0,0) a B = (-4, -12).
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Hledani lokalnich extrémdu

Spocitdme druhé parcialni derivace:

Pf _ Pf _ Pf _
—2—6.’)6—6 ay—z——Z axay 6

UrCime, zda-li je bod A extrém:

1A)=6-0-6=-6 ZLA)=-2 LLA)=

[)x(?y

D) = —6-(-2) — 62 = 12 — 36 = —24 = neni to extrém.
Uréime, zda-li je bod B extrém:

2 2
21B)=6-(-4)-6=-30 2LB)=-2 ZLB)=
D(B) = -30-(-2) - 62 =60 — 36 = +24 = je to extrém,
g—';(B) < 0 = je to maximum.

Funkce f ma jediny lokalni extrém — ostré lokalni maximum
v bodé (-4, -12).
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Vlastnosti globalnich extrému

Véta (Weierstral3)

Funkce f definovana na uzaviené omezené mnoZziné ma vzdy globalni
maximum a globalni minimum.

Tvrzeni

Globalni extrémy jsou budto lokalnimi extrémy, anebo hrani¢nimi body
defini¢niho oboru.

Fakt
Extrémy na hranici definicniho oboru hledame jakoZto vazané extrémy.
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Hledani globalnich extrému

2

Uloha J

Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = arcsin® x — arccos?y.

Reseni: D(f) = (-1,1) x (-1, 1). Derivace:

of 1 of _
ox

-1
L = 2 arccosy

1-y

= 2arcsinx - >

Kofeny: x = 0, y = 1. Tento bod neni vnitrnim bodem D(f), takze funkce
nema zadny lokalni extrém.

Extrémy na hranici:

Vazany extrém proy = —1:

h(x) = arcsin®x — arccos? y = arcsin®x — 72. B/ (x) = 2 arcsinx - —

v v . . v 1_x2 ,
takze podezrely bod ma souradnici x = 0. Ozna¢ime A = (0, —1). Plus

krajni body definiéniho oboru funkce A(x): B = (-1,-1), C = (1, -1).
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Hledani globalnich extrému

Vazany extrém proy = 1:

h(x) = arcsin® x — arccos? Yy = arcsin?

1
V1—x2’

takze podeziely bod ma souradnici x = 0. Oznacime D = (0, 1). Plus
krajni body definiéniho oboru funkce A(x): E = (-1,1), F = (1, 1).

x —02. h/(x) = 2arcsinx -

Vazany extrém pro x = —1:

_ .2 2, _ n2 2 Liny — -1
h(y) = arcsin”x — arccos“y = 7 — arccos”y. h'(y) = -2 arccosy -

takze podeziely bod ma soufadnici y = 1. Ten uz mame, stejné jako druhy
krajni bod definicniho oboru.

Vazany extrém pro x = 1:

_ .2 2, _ 2 Lin — -1
h(y) = arcsin”x — arccos”y = 7 — arccos”y. h’'(y) = -2 arccosy -

takZze podezrely bod ma soufadnici y = 1. Ten uz mame, stejné jako druhy
krajni bod definicniho oboru.
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Hledani globalnich extrému

Uréime funkéni hodotu pro Sest nalezenych podezrelych bodu:

bod | funk¢ni hodnota
A = (0,-1) | arcsin®(0) — arccos?(-1) = 0 — 12 = —x2
B =(-1,-1) | arcsin?(=1) — arccos?(~1) = é —n?=-2x
C = (1,-1) | arcsin®(1) — arccos2(-1) = & — 2
E =(0,1) | aresin?(0) — arccos?(1) = 0
F =(-1,1) | arcsin?(-1) — arccos2(1) =
G =(1,1) | arcsin?(1) — arccos2(1) = % —0=

x’
4

n’
4

V bodé (0, —1) je ostré globalni minimum, v bodech (-1,1) a (1, 1) jsou
neostra globalni maxima.
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Hledani globalnich extrému

2

f(x,y) = arcsin® x — arccos®y

Extrémy funkci vice proménnych Globalni extrémy funkci dvou promeénnych 12/14

Hledani globalnich extrému

Uloha

Naleznéte globalni extrémy funkce f(x,y) = 5x3 + y2 na mnoziné
x? +y% < 16.

Reseni: Parcialné zderivujeme:
o _ 2
o X, @ = 2y
Parcialni derivace jsou nulové jen v bodé A = (0, 0).

Extrémy na hranici pomoci Lagrangeova multiplikatoru:

L(x,y) = %x3 +y2 + Ax? +y% - 16)
%:x2+2/lx oL = 2y + 2y
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Hledani globalnich extrému

Polozime rovno nule: 2y + 21y = 0 ma feSeniy = 0 nebo 1 = -1

@y = 0. Z rovnice kruznice x2 + 02 = 16 dostanu body B = (4, 0)
aC=(-40).

() A = —1. Prvni rovnice x% — 2x = 0 ma dvé feSeni:x =0 ax = 2.
Dosazenim do rovnice kruznice dostaneme

0% +y% =16 22 +y2 =16
y2 =16 y* =12
y:i4 y=iQ‘/§

Cimz dostavame body D = (0,4), E = (0,-4), F = (2,2 V3)
aG=(2-2V3).
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Hledani globalnich extrému

fx,y)
0

& -21,3
-8 --21,3

R
QNETA D RS

Ostré globalni minimum je
v bodé (—4, 0), ostré globalni
maximum je v bodé (4, 0).
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