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Intervaly monotonie

Véta
Bud' f (x) funkce majici na —+
otevieném intervalu I
spojitou derivaci.

@ Pokud je f(x) nal
rostouci, pak je
f'(x)>0nal. T

@ Pokud jef(x)nal T ') >0
klesajici, pak je — | I E—

f'x)<0nal. | < 0\\\/
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Véta o stredni hodnoté
Véta (Lagrange)
Ma-li funkce f na intervalu {a, b) spojitou derivaci, pak existuje
b
bodc € (a, b) takovy, Ze f'(c) = ; _f @)
1 —t—F+—F+—1+—
A/
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Dukaz vety o stredni hodnote

Dukaz.
Definujme funkci g(x) = f(x) - LO7@ . (x — ) - f(a).

Platig(a) =g(b) =0ag'(x) = f'(x) - %- Jsou dvé moznosti:

Q@ g(x) = 0na(a,b). Pakje g'(x) = 0 af'(x) = LOT@ vgude na (a, b).

Q g(x) # 0. Pak funkce nékde roste a nékde klesa na (a, b). Takze
existuji a, b na (a, b) takové, ze g’(a) < 0 ag’(b) > 0. Podle

Bolzanovy véty existuje ¢ € (a, b) takové, ze g’(c) = 0. Tim padem
f(o) = [OF@
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Podminky pro monotonii

Véta

Bud'f funkce majici na intervalu I spojitou derivaci.
@ Je-lif'(x) >0 nal, pak jef nal rostouci.
@ Je-lif'(x) <0 nal, pak je f nal klesajici.
@ Je-lif'(x) =0nal, pak jef nal konstantni.

Dukaz.

Rostouci: méjme f’(x) > 0 na I a predpokladejme sporem, Ze existuiji
a < b v I spliujici f(a) > f(b). Pak % < 0 a podle véty o stredni
hodnoté existuje v (a, b) bod ¢ majici f'(c) = % < 0. Ato je spor
s vlastnosti f/(x) > 0 na I. Takze f je rostouci na 1.

Obdobné se to dokaze pro klesajici a konstantni. 0
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Hledani intervall monotonie

Uloha
x2-2x+5
x—1

Naleznéte maximalni intervaly monotonie funkce In

Reseni: Nejdfive nalezneme D(f): £=245 > (0 = x € (1, o)

Poté zderivujeme:

’ _ 1 o (2x-2)(x-1)- (2 2x+5)
f (x) - x2_gx+5 (x_l)Z

x-1 | 26%-dx+2-x242¢-5 _ _ «?-2x-3 _ _ (x=3)(x+1)
x2-2x+5 (x—1)>2 (x2-2x+5)(x—-1) (x2-2x+5)(x—-1)

Koreny derivace jsou 3 a —1. Nulové body jsou 3, —1 a 1.
0 0 —

N\

-1

Funkce je klesajici na (1, 3)

+
L
N o3 /S Funkce je rostouci na (3, o)

— O
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Konvexni a konkavni funkce

Definice

Rekneme, Ze funkce je na intervalu I konvexni, kdyz pro véechna
a < c < b zintervalu I plati

f®) ~f@)
b-a

a ze je konkavni, kdyz plati totéz s obracenou nerovnosti.

fle) <f(a)+

(c—a)
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konkavni

konvexni inflexni bod
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Podminky pro konvexitu a konkavnost

Véta

Necht ma funkce f(x) na intervalu I druhou derivaci.
Q@ Je-lif”(x) > 0 nal, pak je f(x) nal konvexni.
@ Je-lif(x) nal konvexni, pak je f”(x) > 0 nal.
©Q Je-lif"(x) < 0 nal, pak je f(x) nal konkavni.
Q Je-lif(x) nal konkavni, pak jef”’(x) <0 nal.
Q Je-lif”(x) =0 nal, pak je f(x) nal linedrni.
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Dusledek

Ma-li funkce f(x) v bodé a inflexni bod, pak je f” (a) = 0, anebo funkce
nema v bodé a druhou derivaci.
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Priklad na konvexitu a konkavnost

Uloha
Naleznéte maximalni intervaly monotonie, konvexity a konkavnosti funkce

1
fe) = =

Reseni: D) = R\ {1}
0-1-2.1-x-(-1) 2

Fe (1- ) T A
0-2-3-(1-x)?2-(-1 6
e = (1(— x)6) = - (1-x)1
Nulovym bodem derivace i druhé derivace je 1.
+ - Funkce je rostouci na (—co, 1)
/ ; N Funkce je klesajici na (1, o)
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Priklad na konvexitu a konkavnost

+
U

)

_|._
U

Funkce je konvexni 1

na (—oo, 1) ana (1, 00). il
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Priklad na konvexitu a konkavnost

Uloha

Naleznéte maximalni intervaly monotonie, konvexity a konkavnosti funkce
In x”

f(x) = —
X

Reseni: D(f) = (0, o)

’ 1
=.x—Inx-1 —

f’(x)=(9-1n—x) =9.2 . _g. 1 ;nx

X X x

1,2

—2.x°-(1-1nx)-2x —x — 2x + 2x1 2Inx -
ey =9, X (4 ) _g. % x: xlnx _ o no; 3
X X X

Kofeny derivace: 1 —Inx =0 = x =e.

0 o T o = Funkce je rostouci na (0, e)
0./ e \ Funkce je klesajici na (e, o)
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Priklad na konvexitu a konkavnost

Kofeny druhé derivace: 1

2Inx-3=0 1
3
lnx:% 1
X =e2 1
0 o o + € ez
0 e%U 1

Funkce je konkavni na (O,e%>. s

. , 3
Funkce je konvexni na (e2, ).
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