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Tec¢ny a normaly grafu funkci

Definice

Bud' f funkce majici v bodé a derivaci. Te¢na grafu funkce f v bodé a je
primka prochazejici bodem [a, f(a)] a majici smérnici rovnu f’(a).
Normala grafu funkce f v bodé a je pfimka prochazejici bodem [a,f(a)]
kolma k te¢né v tomto bodé.

Tvrzeni

: _ y 1. . o 1w )
Je-li k smérnice tecny, pak —7 je smernice prislusné normaly.

Dukaz.

Smérnice k£ znamena, ze smérovy vektor pfimky je (1, k). Kolmy vektor je
(k,—1). Vydélime, aby prvni souradnice byla 1 a dostaneme smérovy
vektor normaly (1, —%) O
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Rovnice primek

Fakt
Rovnice pfimky o smérnici k, prochazejici bodem [a, b] je

y-b)=Fk-(x—a)

Véta
Bud' f funkce majici v bodé a derivaci. Pak rovnice tecny f v a je

y—-fl@) =1 (@) (x—a)

a rovnice normaly f va je
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Priklad na tecnu ke grafu funkce

Uloha

Najdéte rovnice te¢ny a normaly ke grafu funkce y = sin 2x s dotykovym
bodem T' = [g, ?].

Reseni: yp = sin(2 - x7) = sin(2 - g) = \/TQ
(sin2x) = cos2x -2 = 2cos 2x
o x/’ 1 1 V2
ky =2 kp=—-F7=—-—=——
;= cos( 3 ) = V2 7, N 5
t:  y—yr=ki(x—x7) n:  y-yr=knplx-x7)

o I
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Priklad na hledani rovnobéznych te¢en

Uloha

Naleznéte tecny ke grafu funkce y = $x® —x2 — 4x + 2 rovnobézné
s pfimkoup :y = —x + 3.

Reseni: Derivace funkce je x2 — 2x — 4. Smérnice piimky p je —1.
Rovnobézné primky maji shodné smérnice.

x2 -2 —4=-1
x>-2x-3=0
x-3)x+1)=0 x1=3, x9=-1

Dopocitdme ypsilonové souradnice: y; = —10, yo = %. Mame dva body
dotyku 71 = [3,-10]a Ty = [-1, 161 Rovnice teéen:

t1: y+10=-1-(x-3) to: y-¥=-1-[x-(-1)]
y=-x-1 y=-x+3
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Rovnice tecen prochazejicich obecnym bodem

Uloha
Napiste rovnice teCen ke grafuy = fﬁg, prochazejici bodem A = [0, 0].

Letd)-wi91 _ -4 pg dosazeni bodu A

Reseni: Derivace funkce je

(x+5)2 T (x+5)2°
dostaneme dvé rovnice o dvou neznamych: xp, yr:
y=yr =f (xr)(x - x7) yr = f(xT)
-4 Xr + 9
O-yr=———7=5 -0-x =
yT or 1 B) (0 —x7) S
_xr+ 9  dxp

x7+5  (xp+5)2
—(.’XIT + 9)(.’X,‘T + 5) = 4.’XIT
~x7, — 1dxy — 45 = dap

x5+ 18xp +45 =10
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Rovnice te¢en prochazejicich obecnym bodem

Diskriminant D = 182 —4-1-45 = 324 — 180 = 144, VD = 12.

~18+12 , xq=- ] 6 s
M2=—g  {goo1s 17273 225673

V bodé T = [-3,3] je smémice k1 = 55 = —1. V bodé Ty = |-15, 2| je

v _ -4 1 . v . .
smeérnice kg = g = % Rovnice te€en jsou:
t1: y-y1=ki-(x-x1) to: y—y2="Fko (x-x2)
y-3=-1-[x-(-3)] y— 32 =—5lx—(-15)]
x+y=0 x+25y=0
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Tecna k implicitni funkci

Uloha
Napiste rovnici teCny a normaly ke grafux - 2 —y -e* + 2x + 2 = 0 v bodé
T =10, 2].

Reseni: Zderivujeme implicitni funkci:

(1-2+x-2-In2-y)-(@ -e*+y-e*)+2=0
Yx-2-In2-e)+(2-y-e*+2)=0

, Y —y-ef+2

Y T Ty 2 In2-e

2_9.,0_ - v . , . .
ky = _% = 0, takze smérnice normaly neexistuje

TecCna je vodorovna pfimkay = 2, popf.y —2 =0- (x — 0).
Normala je svisla pfimka x = 0.
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Tecna k implicitni funkci vodorovna s primkou

Uloha

Naleznéte te¢ny ke grafu y? = x3

—x + 1 vodorovné sx —y = 7.

Reseni: Rovnice pfimky je y = x + 7, takze smérnice je 1.
Derivaci funkce dostaneme 2y -y’ = 3x% — 1. Dosadime y’ = 1.

2.y-1=3x2-1 y2=x3—x+1

 3x2-1 (3x2—12 ]
T2

y

Ox? —6x2+1=4x—4x+4
Ox? —4x® —6x2+4x-3=0
x19 = +1 (x—Dx+1)9x% -4x+3) =0
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Tecna k implicitni funkci vodorovna s primkou

x1=1,paky = 31 =1, T = [1,1].
tlh:y—-1H)=1-(x-1)
y=x
xg = -1, paky = 20 1 Ty = -1, 1],

to:(y-1)=1-[x—-(-1)]
y=x+2
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Teéné roviny a normaly

Definice

Bud F = 0 graf plochy v R3 a T bod na této plose. Te¢na plocha grafu f
v bodé T je rovina prochazejici bodem T a s normalovym vektorem

F F F
n= a—(T), a—(T), a—(T) . Normala grafu f v bodé T je ptimka
0x oy 0z

prochazejici bodem T a smérem 1i.

Pozorovani

Definice odpovida definici pro R?: normélovy vektor teény je (f'(a), —1),
coz je nasobek vektoru (%(a, f(@)), %(a, f (a,))), nebot podle véty
o parcialnich derivacich slozené funkce mame

P oF oF
e W v
oy oy
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Normalovy vektor u grafu zadanych explicitné

Tvrzeni
Necht’ ma realna funkce dvou proménnych f spojité parcialni derivace
v bodé A. Pak normalovy vektor tecné roviny ke grafu f v bodé A je

T I ).

Dukaz.
Graf z = f(x,y) |ze napsat ve tvaru f(x,y) —z = 0. OznaCme
F,y,2) =f(x,y) —z. Pak% gi % gga = = —1. O
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Priklad na teCnou rovinu
Uloha
Napiste rovnici te¢né roviny a normaly grafu funkce z = e*™? -y v bodé
T=1[2,1,7].
Reseni: T, = e®~! . 1 = e. Parcialn& zderivujeme funkci:
0 - 5, -
o vy . 1.y T Ty=e>1-1=¢
T = (-1) y+e 1 T(T) =t (-+e* 1 =0
Normalovy vektor je (e, 0, —1).
p:e-x—-xp)+0-y-yp)-1-(z—27)=0 n:x=e-t+2
e-x—-2)—-(z—-e)=0 y=0-t+1
ex—z—-2+e=0 z=-t+e teR
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Tecéna rovina k implicitni funkci

Uloha

Napiste rovnice te¢né roviny a normaly ke grafu sin(xy) +y cos(zx) = 1 v

bodé T =[x, 1, 2].

Reseni: Spoéteme parcialni derivace

% =y cos(xy) — yz sin(zx) %(T) =1 cos(n) - 2-sin(21) = -1
% = X COS(xy) + cos(zx) %(T) = - cos(m) + cos(2r) = —n+1
o = —xy sin(zx) %(T) = -2x - sin(27) = 0

Normalovy vektor je (-1,1 —x, 0).
o: -lx-n+A-m)y-1)+0=0 n:x=-t+n
—x+(1-my+2r-1=0 y=1-m-t+1
z=2 teR
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Tecna rovina rovnobézna s rovinou

Uloha

X2y
Naleznéte tecné roviny grafu 9 + 9 + 22 = 36 rovnob&zné s rovinou
2x+y+ 6z =05.

OF _ 2x OF _ 2y o 9F _
Reseni: Spoéteme parcialni derivace: xT O -9 g = 2z,

Normalovy vektor ma smér (2, 1, 6).

(Zx 2y 22) E-(2.1,6)

9’9"’
%C:Zk =vy=9k
2y 9
?—k 2x—§k
2z = 6k =z =3k
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Tecna rovina rovnobézna s rovinou

2 2

LY L 2
9+9+z 36

oh? | (38
9 9
9k* + 2k* + 9k” = 36
8lk* =36
kzz% k12 =+
x¢1=9-5=12,y1=9-5=6,21=3-5=4
p1:2- (x-12)+1-(y-6)+6-(z—4)=0
2c+y+6z2-54=0
X2 =9-(-5)=-12,y2=3-(-35) =—6,20=3-(-5) =4
p2:2-(x+12)+1-(y+6)+6-(z+4) =
2c+y+6z2+54=0

+(3k)% = 36

ol
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