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Definice parcialni derivace

Definice

Rekneme, Ze funkce f(x1,...,x,) mavbodeé (ai,...,a,) parcialni derivaci
podle proménné x;, pro 1 <i < n, rovnhou hodnoté A, pokud plati

].lm f(a’139al—1’a’l +Ax’al+1>,an)_f(a1’9an) _A
Ax—0 Ax

Definice

0 - : . s 4
Symbolem a—f(xl, ...,Xp) znacime funkci n promennych, ktera kazdému
Xi
bodu (a1, ...,a,) vrati hodnotu parcialni derivace podle x; v prislusném

bodée.
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Vypocet parcialnich derivaci

Fakt

Funkcni predpis parcialni derivace funkce f podle x; se spocte
derivovanim, pfi kterém se derivuje podle x; a vSechny ostatni proménné
se povazuji za konstanty.

Uloha
Spoctéte parcialni derivace funkce f(x,y) = log, (3x — ).

Reseni:
0 1 3
¥ (3-0)=
ox (Bx—y)lny Bx—y)Iny
1 | -

of _ 9lnGBx-y) @y D Iy-In@r-y-3  -gf- G
dy 0y Iny In?y In?y
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Parcialni derivace slozenych funkci

Véta

Bud' f funkce k proménnych, ktera ma spojité parcialni derivace na
néjakém okoli U a bud'te u1, ...u; funkce n proménnych majici spojité
parcialni derivace na néejaké oblasti V a splnujiciu;(V) C U, prol <i < n.
Potom ma sloZena funkce

h(xi,...,%,) = fW1(X1,...,%n), ..., Up(X1,...,%n))

spojité parcialni derivace na oblasti V a plati, pro vsechnal <i <n

6xi (9u1 6xi (9u2 (9xi . 6uk axi

oh  of .8u1+ of .8u2+” +6_f.<9uk
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Parcialni derivace slozenych funkci

Uloha

Napiste parcialni derivaci podle x funkce A(x,y) = (x - siny)’sine,

Reseni: V ndvaznosti na predchozi vétu mame u1(x,y) = x - siny,
ug(x,y) =y -sinx af(ui, ug) = uy®. Takze

oh _ af 6u1 + af 8u2

ox Oui1 Ox Oug Ox

= <u2 : ui‘z_l) -siny + (ufl‘z -In ul) - (y - cos x)

=y-sinx - (x-siny) ™ 1. giny + (x - sinyys™* . In(x - siny) - y - cosx

=y-(x- siny)y'sm (Slxﬂ + In(x - siny) - cos x)
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Parcialni derivace druhého radu

Definice

Parcialni derivaci druhého fadu funkce f podle x; a x; rozumime parcialni

derivaci podle x; parcialni derivace podle x; funkce f. Tuto funkci znacime
o°f

0x;0x;

Fakt

Mame Ctyfi parcialni derivace druhého radu u funkci dvou proménnych:
Pf _ 9 of P _ oo
o2 Ox Ox dyox — 0x Ay
Pf _ 9 of P _ 0 of

oxdy Oy ox oy~ Ay dy
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Rovnost smisenych druhych parcialnich derivaci

Véta
Ma-li funkce f spojité obé parcialni derivace aaxé; a 86358]; v bodé (a, b), pak
plati . .
02f a f
——(a,b) = (a b)
0xdy
Dukaz.
&f % (@ +Ax,b) ~ F(a.b)
(a,b) = lim 2
o0xdy Ax—0 Ax
f(a+Ax.b+Ay)—f(a+Ax,b) . f(@.b+Ay)—f(a,b)
|y Ny g e i, (et
Ax—0 Ax
. fla+Ax,b+Ay)—f(a,b+Ay) . fla+Ax,b)—f(a,b)
- lim limp,0 &5 Ayx 222 — lima, o %
Ay—0 Ay
of of
. _(a9b+A )__(aab) 82
= lim & V) o = A (a,b) O
Ay—0 Ay 0yox
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Pocitani druhych parcialnich derivaci

Uloha

Spoctéte vSechny druhé parciélni derivace funkce f(x,y) = %

Regen
o0 1y o011
ox o x| x2 oy ayx Y x
ox?  ax T Ay T oyx

Axdy T oxx | a2 dyox oy

#f 81 1 f 0(1 ): 1
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Implicitni funkce

Definice

Grafem v R zadanym explicitné se rozumi mnozina bodu (x1,...,x5)
splnujici x, = f(x1,--- ,x,_1) pro néjakou funkci f.

Grafem v R zadanym implicitné se rozumi mnozina bodu (x1, ..., xy,),

splnujici F'(x1,x9,...,x,) = 0 pro néjakou funkci F.

Véta

Necht je F(x1,...,x,) funkce n proménnych a necht je F(a1,...,a,) = 0.
Predpokladejme, Ze ma F' na okoli bodu a vsechny parcialni derivace
spojité aZ do fadu n a Ze 2-(ax,. .., a,) # 0. Pak existuje okoli U

bodu (ai,...,an_1) a funkce f (n — 1) proménnych majici spojité parcialni
derivace azZ do radu n takova, ze F(x1,...,xn1,f(x1,...,%,-1)) = 0 pro
vSechny body (x1,...,x,-1) ZU.
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Priklad implicitni funkce

Priklad
Mé&jme graf x% + y?> -1 = 0.

Proy > Oplatiy = V1 —x2.
Proy < Oplatiy = — V1 —x2.

oF
V okoli bodu s y = 0 plati @(x,y) = 0 a neexistuje zadna explicitni funkce

popisujici graf funkce implicitni.
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Derivace implicitni funkce

Tvrzeni

Bud’' F' funkce n proménnych a f funkce n — 1 proménnych splriujici
Fxi,...,xp.1,f(x1,...,2,_1)) = 0 na néjakém okoli bodu (a1, ...,an_1).
Pokud ma F' spojité vSechny parcialni derivace, pak plati

OF
p (a1,....an-1) = ——5
X o, (@1, - - - n)

provSechnal <i<n-1,kdea, =f(ai,...,an_1).
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Dukaz veéty o derivaci implicitni funkce

Dukaz.
Zderivujeme rovnici grafu podle x;:

F(xl,. . .,xn_l,f(xl,...,xn)) =0

oF 0Ox1 oF 0x,_.1 OF of
ox; O0x; 0xXn—1  Ox; ox, Ox;
oF oF of
O+ +—-14---40+—.--2L -0

T 0x; L 0x, O0x;

oF of _GF

o, Ox;  Ox

OF

of _

8xi - OF

0xy,
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Derivace implicitni funkce

Uloha
Spoctéte parcialni derivace explicitni funkce ke grafu Y% — 1 = 0.
Reseni: % =(y—2) 201, % =xY% - Inx, % =% .lnx
of (y —2)? %1 y-z of ¥ Flnx 1
ox  —a¥2lnx  «xlnx dy  —a¥Zlnx
Alternativné Ize vypocet provést Uvahou, ze z = f(x,y)
W F-1=0 eV Anx _1 -9
xy_z-lnx-(l—g—;)=0 e(y_z)lnx-(—g—fc-1nx+(y—z)-%)=0
1—2—5:0 —g—i-lnx+(y—z)-%:0
%2 _ 1 0z _ Y72
dy ox  xlnx
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