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Derivace funkci jedné proménné

Derivace ve fyzice

Isaac Newton
1643-1727

ds

Nejjednodussi derivace

Primérna rychlost

S
v =-
A
Okamzita rychlost
v = lim ds
a dt—0 dt
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Derivace v geometrii

Gottfried Wilhelm Leibniz
1646—1716

Smérnice teCny

. Yy
= lim 2
k A;I—I}oAx
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Derivace funkce

Definice

Bud f realna funkce spojita v bodé a. Derivace funkce f v bodé a,
znacena f’(a), je definovana jako

. fla+Ax)—f(a)
Alil—r}o Ax '

Definice

Bud f realna funkce. Derivace funkce f(x) je realna funkce f”(x), neboli
funkce, ktera kazdému bodu priradi derivaci v prislusném bodé.
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Nejjednodussi derivace

Priklad
. (x+Ax)—x Ax
x' = lim =lim —=1
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Priklad
K-K
K =lim —— =0
A—0  Ax
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Derivace mocnin
Priklad
oV 1. (H+Ax)?-x% . x%+ 2xAx + Ax? — x?
(x ) = lim = lim —
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
. 2xAx + Ax? :
= lim = lim (2x + Ax) = 2x
Ax—0 Ax Ax—0 )
Priklad
(x3)’ i & Ax)3 —x3 . %3 + 3x2Ax + 3xAx? + Ax® — &3
= a0 Ax T A0 Ax
2 2 3
= lim Sx”Ax + SxAx” + A = lim (322 + 3xAx + Ax?) = 3x2
Ax—0 Ax Ax—0

.

Fakt
Pro kazdé a € R plati (x*) = a - x* 1. }
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Derivace goniometrickych funkci

Priklad
. . sin(x + Ax) — sinx
sin' x = lim
Ax—0 Ax
. sinx-cosAx + cosx -sin Ax — sinx
= lim
Ax—0 Ax
. sinx-1+cosx-Ax—sinx
= lim
Ax—0 Ax
. Ccosx-Ax
= lim ———— = cosx
Ax—0 Ax
Priklad
cos’ x = lim cos(x + Ax) — cosx
Ax—0 Ax
. cosx-cosAx —sinx - sin Ax — cosx
= lim
Ax—0 Ax
cosx-1—sinx-Ax —cosx —sinx - Ax .
=1 =1 —  =—=—SI1nx
A;Elo Ax A;I—I}O Ax
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Derivace prirozeného logaritmu

Priklad
, . In(x+Ax) —lnx .. In&
In"x = lim = lim
Ax—0 Ax Ax—0
In(1 + &%
= lim ( x>:limln(1+&)-i
Ax—0 Ax Ax—0 X Ax
1 t
Ax x
= lim ln(1+&) = lim 1n(1+1)
Ax—0 X t—+00 t
E 12
= lim In (1+l)} =lnllim(1+1) =1ne%=1
t—+00 t t—+00 t X
1
Substituce == % neboli Ax = %C Pro Ax —» 0 jet — *oo.
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Derivovani souctu a rozdilu

Véta

Bud'te f, g dvé spojité funkce a k konstanta. Pak plati
@ (f(x) +8(x)) =f"(x) +g'(x)
® (f(x) —g)) =f'(x) - g'(x)
o (k-f(x)) =k-f'(x)

Dukaz.
F+e)x+Ax) - F+g)x _

(f o)) = lim,

Ax
. [+ Ax) — f(x) £ [g(x + Ax) — g(x)]
— 1 — £ + / .
lim v f'@ +g'(x)
r s kf (x+Ax)—kf(x) _ . fx+Ax)—f(x) _ ’
H
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Derivace obecného logaritmu

Priklad

l/ _hl_x/__ln/___ln/ _ .
%e® = \ne) " \lne ™) T na *= na
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Derivace soucinu a podilu

Véta
Bud'te f a g dvé spojité funkce. Pak plati
® (f(x)-g)) =f'(x)-8x) +f(x)-g'x)
. (@ ) _ ') -8&) —f(x) - &' ()
g(x) g(x)?

Dukaz.
Soucin:

(@) = lim flx+Ax) - gx + Ax) - f(x) - g)

Ax

~ lim flx + Ax) - glx + Ax) — f(x) - g(x + Ax) + f(x) - g(x + Ax) — f(x) - g(x)

B Ax—0 Ax

s flx + Ax) — f(x) g(x + Ax) — g(x)

= Al;go (g(x + Ax) Ax +f(x) Ax )

o iy LAY — () o 8+ Av) - g(x)

B Aliglog(x +Ax) AI;I—I}O Ax H @) Al;r_)n() Ax

=8®) - f'(x) +f(x) - &' (x) O
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Derivace goniometrickych funkci 2
Priklad
) (sinx )' sin’ x cosx — sinx cos’ x
COS X COS? X
_ cosxcosx —sinx(—sinx) cos? x + sin® x 1
cos? x cos2 x cos2 x
Priklad
, (cosx )’ cos’ x sinx — cosx sin’ x
cotg' x = | — = 5 =
Sinx Sin X
3 —SInx SinXx — COSX COS X B _sin®x — cos2x B 1
sin® x sin® x sin’ x
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Derivace funkci jedné proménné

Derivace inverzni funkce

Veta
Bud'f spojita prosta funkce a ¢ jeji funkce inverzni. Bud’ x € D(f).
Oznacime-liy = f(x), pak plati

1

f'(x) = :
¢'(y)
Dukaz.
OznaCme f(x + Ax) =y + Ay, atedy x + Ax = o(y + Ay).
— Ay — A
foe+Ao)—f@) . Y+l -y . y
Ax—0 A—0X +Ax —x  Ay—0 oy + Ay) — o(y)
= lim 1 1 _ 1 O
Ay—0 $O+AY)— o) limay 0 <P()’+A§’;—‘P()’) o' ()

Ay
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Derivace funkci jedné proménné

Vzorce pro derivaci element. inverznich funkci 1

Priklady
@ == =I=y=¢
1 1
(V' = @2)’ 2y 2+x
Priklady
arcsin’(x) =
sin (y) cosy _ gin2 y \/1 2

1

arccos’ (x) = =
cos (y) —siny ,/ _ 0052 \/1 — 22
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Vzorce pro derivaci element. inverznich funkci 2
Priklady
arctg’ (x) 1 1 1
X) = = = =
& tg’(y) 12 cos2 y+sin?y
cos<y W
3 1 B 1 1
B cos2y  sin®y B 1+tg2y 142
cos?y = cos?y
, 1 1
arccotg'(x) = cotg’(y) o 12 T sin® y+cos2y B
sin®y sty
3 1 B 1 B 1
- s?nzy L s’y ~ 1+cotg®y  1+xa2
s1n2y sm2y
Derivace funkci jedné proménné Derivace slozené funkce 16/19

Derivace slozené funkce

Veta
Bud g funkce spojita v bodé x a f funkce spojita v bodé g(x). Pak

(fog) () =["(gk) &)

Dukaz.
Oznacme y = g(x) a Ay = g(x + Ax) — g(x).
pon o T8+ AX) - fg) .. fy+AY)-[)
(Fog) ) = AI;I—I}o Ax - AI;I—I»IO Ax
i T D) Ay g FOHAY) -FO) gAY
Ax—0 Ay Ay—0 Ay Ax—0 Ax

gx + Ax) — g(x)

=) lim === = f(g(x) - ')
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Derivace mocninnych funkci

Priklad

(ax)/ _ (elnax)' _ (ex-lna)’ _ ex-lna (x- lna)’ _ elnax .1.lna =a* -1na

Dukaz véty o derivaci podilu.

L) = (fw-g00) =r'@-gwrt + f)- (g )

=) -gx) " +f@)-(-1-8x)%)- &' (x)
@ _fx)-g@ _fx)- 8w -fkx) - g'x)
gx)  gx)? g(x)?
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Derivace vysSich radu

Definice

Druhou derivaci funkce f, znaceni f”'(x), dostaneme, kdyz zderivujeme
derivaci funkce f jesté jednou, neboli f”'(x) = (f'(x))’.

n-ta derivace funkce f, znaceni f"™(x), se dostane n postupnymi
derivacemi funkce x, neboli f™(x) = (F* D(x))’.

Priklad
f(x)=x-¢€"
ffx)=x"-e"+x-(*) =1-e"+x-¢* = (1 +x)e*
) =1+x) -+ 1 +x)e*) =1-"+ (1 +x)e* = (2 +x)e*

O =2 +x) e+ (2 +x)€*) =1+ (2+x)e* = (3 +x)e”

fPx)=(n+x)-e*
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Priklad na derivace vysSich radu

19/19

Uloha
1 -
Najdéte druhou derivaci funkce f(x) = In T i
Reseni: Dvakrat zderivujeme
, 1 I cnam-g-o1 _ 1 “1x-1
') = = (1+20)2 5 T
T+x 2 1+x 2(\/%)
1 2 _ l+x_ -2 _ -2 _ -1
Y Lr @np ~ 209 TP ~ 2000 ~ 142
+x
0-(1-2%)—(-1)-(-2¢x) -2

Fr) =

(1 —x2)2 01— 242 4+ x4
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