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Neformalni definice limity

Definice

Bud y = f(x) realna funkce. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a limitu b,
pokud je splnéno: kdykoliv se hodnoty x ,blizi“ k hodnoté a, pak se
hodnoty y ,blizi“ k hodnoté b. Tato situace se zapiSe

lim f(x) = b.

X—a

Jean le Rond d’Alembert
1718-1783

1789-1857
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Formalni definice limity

Definice

Okolim bodu a nazveme otevreny interval (a — ,a + €) pro néjaké

(malické) Cislo € > 0.

Pojem limity
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Definice (definice limity pomoci okoli)

Bud f(x) realna funkce. Rekneme, Ze f ma v bodé a limitu &, pokud pro
kazdé U, okoli bodu b, existuje V, okoli bodu a, takové, ze pro

kazdé x € V plati f(x) € U.

Definice (e-6 definice limity)

Bud f(x) realna funkce. Funkce f méa v bodé a limitu b, pokud

YVe>036>0;Vx>0: [x—a|<d=|f(x)—b| <e.
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Priklad limity
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Vlastnosti limit

Tvrzeni
Budte f a g dvé funkce majici v bodé a limity. Pak plati
@ lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x),
xXx—a Xx—a xX—a
@ lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) — lim g(x),
x—a x—a x—a
@ lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x),
xX—a Xx—a Xx—a

@ lim (f(x)/g(x)) = limf(x)/ lim g(x), pokud se nedéli nulou.

Véta
Méjme realny bod a a realné funkce f, g a h, splriujici
@ limf(x) = limg(x) = b, pro néjaké b
x—a x—a
@ f(x) < h(x) < g(x) na néjakém okoli bodu a.
Pak je limita h(x), prox — a, rovna b.
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Definice jednostrannych a nevlastnich limit

Definice

Levym okolim (resp. pravym okolim) bodu a rozumime interval (a — ¢, a),
respektive (a,a + €), pro néjaké € > 0.

Definice

Cislo b je limitou zleva funkce f v bodé a, pokud pro kazdé U, okoli
bodu b, existuje V, levé okoli bodu b, takové, Ze kdykoliv x lezi ve V,
pak f(x) lezi v U. PiSeme lim f(x) = b.

Xx—a

Obdobné u limity zprava piSeme lim+ f(x)=0.

X—a

Definice

Okolim nekonecna myslime interval (K, o) pro néjaké (veliké) K € R.
Analogicky, okolim minus nekonec¢na myslime interval (—co, K) pro néjaké
K ¢ R.
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Priklad na jednostranné a nevlastni limity
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Limity a spojitost funkci Jednostranné a nevlastni limity 8/18

Vypocty s nevlastnimi hodnotami

Pro kladné realné Cislo a plati

a
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Limity funkce sinx/x
. sinx 1 sinx 1
lim =0 ——< < —
x—oo X X X X
. sinx
Iim =0
x——-00 X
. sinx .X
lim =lim-=1 1
x—-0 X x—-0 X sinxf| X
COSXx

promala x je sinx =xacosx =1

| | Sl | |~~~ __L—"T | |
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Limity funkce sin(1/x)
1 1
Iimsin—=1lim-=0
X—00 X xXx—oo X
1 1
Iim sin— = lim — =0
X——00 X X——00 X

.1 o
lim sin — neexistuje

x—0* X

.1 L
lim sin — neexistuje

x—0~ X




Limity a spojitost funkci Limity funkci vice proménnych 11/18

Definice limity funkce dvou proménnych

Definice

Okolim bodu (a, b) v R? nazveme mnozinu (a — &,a + €) X (b — &, b + €) pro
néjaké Cislo € > 0.

Definice

Bud f(x,y) realna funkce dvou proménnych. Rekneme, Ze f ma v bodé
(a, b) limitu ¢, pokud pro kazdé U, okoli bodu c, existuje V, okoli
bodu (a, b), takové, ze pro kazdé (x,y) € V plati f(x,y) € U.
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Definice spojitosti

Definice

Realna funkce f je spojita v bodé a pokud je funéni hodnota v bodé a
rovna limité v bodé a.

Rekneme, Ze f je spojita, pokud je spojita ve véech bodech svého
definicniho oboru.

Definice

Realna funkce f (vice proménnych) je spojita v bodé a pokud je funéni
hodnota v bodé a rovna limité bodé a.

Rekneme, Ze f je spojita, pokud je spojita ve véech bodech svého
definicniho oboru.

Fakt
KazZda elementarni funkce je spojita.
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Limity slozenych funkci

Véta
Méjme dvé reainé funkce f a g. Pokud plati

limg(x) =b a lin% fx) =c,

pak mame lim f(g(x)) = c.
Xx—a
Specialne, je-li funkce f spojita v bodé b, pak plati

lim /(@) = f (limg@)).
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Definice Cisla e

1\ 1 \1000
x1_1>rinoo(1+;) =e (1+ 1000) =2.717

X 1 ay 1 yija
lim (1+E) = lim (1+—) = lim (1+—)] =
xX—+00 X y—£00 y y—+00 Yy
1\
:llim(1+—) =e?
y—>E00 y
., a 1 _
Polozime i ; tedy x = ay. Pokud x — +o00, pakiy — +oo.

Ox
lim (1+—) = lim 1* =1 =¢".

X—+00 X X—+00
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Bolzanova véta

Véta (Bolzano)

Bud'f realna funkce spojita na intervalu I. Méjme dva body a, b € I
splriujici f(a) > 0 a f(b) < 0. Pak existuje mezi body a a b bod ¢, kofen
funkce f.

™ 1781-1848
Bernard Bolzano
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llustrace k Bolzanove veétée
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Nelze obecné spocitat koreny polynomu

Véta (Abel)

Neexistuje Zadné obecné pravidlo, jak nalézt koreny polynomu n-tého
stupné pron > 5.

Niels Abel
1802-1829

s THHY MIMNHH STHIN

1811-1832 ¥ \/\f|
Evariste Galois  ° '
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Hledani korenu polynomu

Hledejme kofeny polynomu f(x) = x® — x* — 3x3 + 5x2 — 6x + 3.

X ) —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
flx)|-3217 -981 -177 11 15 3 -1 3 111 635 2223

Polynom ma aspon 3 kofeny, a to v intervalech (-3, -2), (0,1) a (1, 2).
Najdéme ten posledni.

f(1,5) = —2,34
£(1,8) = -0,70
£(1,9)= 0,80

£(1,85) = -0, 026
£(1,86) = 0,127
£(1,852) = 0,004
£(1,851) = -0,011

Jeden z korenu funkce f je priblizne 1, 852.
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