Vvhledavaci stromy

I Slouzi jako pomucka pro organizaci dat umoznujici efektivni vyhledavani.

B Vytvaieji se vzdy nad jiz existujici datovou strukturou (zpravidla tabulkou).

E Vyhledavaci stromy mizeme rozdélit na:

Adresni - umisténi prvku ve stromu je dano pfimo jeho klicem
Vyhledavaci - umisténi je ddno vztahy mezi prvky, vyhledava se porovnavanim klict

Piimé - uzly stromu obsahuji ptimo klice, podle kterych je strom organizovan
Neprimé - v uzlech stromu jsou uchovavany pouze indexy napi. do tabulky, kde jsou
teprve ulozZeny vlastni prvky, resp. klice

Binarni stromy — strom, jehoz kazdy uzel ma (maximaln¢) dva nasledovniky (syny)
1-2 stromy - smiSené stromy (v uzlech jsou klice, v listech odkazy na data)
B-stromy - n-arni stromy, které maji specialni strukturu, proto se vycleiuji zvlast

Adresni stromy

F  Adresni stromy lze rozdélit na:

Hashovaci - vznikly kombinaci hash-tabulek se stromovymi grafy
B Hodnoty hash-funkce se interpretuji jako bitové fetézce, jimiz se koduji ptistupové
cesty v patficném stromu (0 = levy syn, 1 = pravy syn).
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B Bitové - vzniknou z hashovacich, polozime-li h(x) = X, prvky umistime do listh
(na konec cesty) odpovidajicim bitovym fetézctim.
B Priklad: Adresni strom reprezentujici mnozinu {01001, 01010, 01011, 11010}

011001

hix;) = 111100

110100.CC hixy) = 111100

Binarni vyhledavaci stromy

F Bindrni vyhleddvaci strom (BVS) reprezentujici uspofadanou mnozinu S je kofenovy
uzlové ohodnoceny bindrni strom s mnoZinou uzli V a ohodnocenim « takovym, Ze:
B x(V)=s veV;seS
B «(v) < x(v) < k(vp) pro libovolny uzel v v levém a v, v pravém podstromu s kofenem
vuzluv.

B Priklad: BVS mnoziny S = {10, 5, 15, 2, 8, 12,20, 1, 3,7, 9, 11, 13, 18, 22}
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B Deklarace BVS:

type Typ_hodnoty = .. ;
Bod = ~Uzel;
Uzel = record
Hodnota: Typ_ hodnoty;
Levy, Pravy: Bod;
end;

var BVS: Bod;



E Prohledavani BVS:

function Prohledavani(X:Typ_hodnoty; Strom:Bod):boolean;
begin
{prvek X nenalezen}
iT S=nil then Prohledavani:=false
else
iIT X<Strom™.Hodnota then {prohliZeni levého podstromu}
Prohledavani :=Prohledavani (X, Strom™.Levy)
else
iIf X>Strom”™_Hodnota then {prohliZeni pravého podstromu}
Prohledavani :=Prohledavani (X, Strom™_.Pravy)
else
Prohledavani:=true {prvek X nalezen}
end;

B Lechce modifikovatelny algoritmus lze pouzit i pro vkladani uzli (prvki) do stromu.

F RuSeni (smazani) uzlu:
E V listu - neni problém
B Ve vnitinim uzlu - prvek nahradime symetrickym predchidcem (nejpravéj$im
uzlem z levého podstromu) nebo symetrickym nasledovnikem (nejlevéjSim uzlem
z pravého podstromu) nékterou z nasledujicich metod:
B Zvolime napevno piedchiidce, nebo nasledovnika - musime ale zajistit jeho
existenci, coz muze byt problém.
B Stejny pristup, ale pokud ptfedchidce, pripadné nasledovnik neexistuje, zvolime
druhou alternativu.
B Zjistime, ktery strom je vétSi, a z té strany vezmeme ndhradni uzel (zaruCuje
existenci pfedchtidce, ptip. nasledovnika uzlu, ktery chceme odebrat)

procedure Zruseni(X:Typ_hodnoty; var Strom:Bod);
var Q: Bod;

procedure Nahrada(var W:Bod);
{ndhrada rusSeného prvku symetrickym predchtidcem}
begin
{jdeme doprava tak dlouho, aZz to uZ nejde
-> najdeme list - symetrického predchtdce}
iT WA Pravy<>nil then Nahrada(W™.Pravy)
else begin {ndhrada ruSeného prvku}
Q" .Hodnota:=W".Hodnota;
{hodnota sym. predch. se zapise na misto
ruseného prvku}
Q= W;
{posléze, mimo tuto proceduru, se bude
dealokovat uzel, na ktery ukazuje Q, a my
chceme zrusit W}
W = WA_Levy; ({vlastni vypuSténi sym. predch.}
end;
end; {konec Nahrada}



begin
iIT S = nil then ERROR
{ruseny prvek vubec nebyl ve stromu}
else if X<Strom™.Hodnota then Zruseni(X,Strom™.Levy)
{prvek bude v levém podstromu}
else 1Tt X>Strom”™._Hodnota then Zruseni(X,Strom™.Pravy)
{prvek bude v pravém podstromu}
else begin
{nalezli jsme ruSeny prvek}
Q:=Strom;
if Q*.Pravy=nil then Strom:=Strom”™.Levy
{uzel ma jen levého syna}
else if Q™.Levy=nil then Strom:=Strom”.Pravy
{uzel ma jen pravého syna}
else Nahrada(Q™.Levy);
{uzel ma oba syny, musime jej nahradit
symetrickym predchidcem}
Dispose(Q);
{zminénd (Nahrada) dealokace nadbytecného uzlu}
end;
end;

I Strategie prohledavani BVS:

Strategie | dopiredny smér | zpétny (reverzni) smér
koten kofen
PreOrder | levy podstrom pravy podstrom
pravy podstrom levy podstrom
levy podstrom pravy podstrom
InOrder kofen koten
pravy podstrom levy podstrom
levy podstrom pravy podstrom
PostOrder | pravy podstrom levy podstrom
koten koten

B Vzestupny vypis prvki stromu (podle hodnoty kli¢e) uzitim strategie InOrder

procedure Tisk Stromu_InOrder(S:Bod);
begin
if Strom<>nil then
begin
Tisk _Stromu_InOrder(Strom™.Levy);
Write(Strom™_Hodnota);
Tisk _Stromu_InOrder(Strom™.Pravy)
end
end;



B Vypis prvki stromu od kofene k listim strategii PreOrder

procedure Tisk Stromu PreOrder(S:Bod);
begin
if Strom<>nil then
begin
Write(Strom™_Hodnota);
Tisk_Stromu_PreOrder(Strom™.Levy);
Tisk _Stromu_PreOrder(Strom™.Pravy)
end
end;

F Nevyhody BVS:

I Slozitost vyhledavani zavisi na potadi vkladani prvka do stromu

I Slozité ruseni prvku

B Je nutno prohledavat vzdy od kofene, tj. neni mozZnost vracet se ve stromu k rodi¢tim

B Do ukazateld, kde by mél byt nil, vlozime ukazatel na prvek, kterému je tento

symetrickym nasledovnikem (pro levy ukazatel), resp. symetrickym ptedchlidcem
(pro pravy ukazatel), tyto ukazatele zpét musi byt ovsem odliSeny od obycejnych
ukazateld na syny) — BVS se zpétnym zretézenim.

Vyvazené stromy

F Vyvazeny strom je binarni vyhledavaci strom, pro ktery je délka jeho nejdelsi vétve
umeérna log, n, kde n = |S].

E Rozeznavame dva typy vyvazeni:
B vyskové vyvazené stromy - pozadujeme, aby vySky podstromt byly v rovnovaze
B vahové vyvazené stromy

Vyskové vyvazené stromy - AVL stromy

F BVS je AVL-stromem (Adel'son-Velského a Landisovym) pravé tehdy, kdyz se vysky
levého a pravého podstromu kazdého uzlu 1i§i maximalné o 1.

B Pro vysku h(n) AVL-stromu s n uzly plati:
log2(n + 1) < h(n) < 1,4404 - log(n + 2) — 0,328

B Operace Prohledavani se neméni, VIozeni a Ruseni musi obsahovat operaci
vyvaZeni stromu.

F  Pro kazdy uzel definujeme stuperi vyvazenosti:
B 0 - oba podstromy jsou stejné vysoké
B -1 -levy podstrom je o 1 vyssi
B -2 - levy podstrom je o 2 vyS$s§i
B 1 - pravy podstrom je o 1 vyssi
B 2 - pravy podstrom je o 2 vyssi



B Priklad: vyskoveé vyvazeny AVL-strom
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E Pro vyvazovani stromu zaviddime operaci rotace. Rotace uZijeme, ma-li né&jaky uzel

stupen vyvazenosti +2, tedy strom jako celek nespliiuje denici AVL-stromu — je nutné
provést vyvazovani

B Rotace jednoducha
B Jednoduchou rotaci pouZzijeme, jestlize vyvazujeme piimou vétev, tj. jsou-li

znaménka stupiii vyvazenosti stejna

B Priklad: jednoducha rotace (prava) a(bc) — (ab)c

L=
(2]
.

B Rotace dvojita
B Dvojitd rotace je na misté, jestlize nelze pouzit jednoduchou, tedy jedna-li se

o zalomenou vétev, tj. znaménka stupiiii vyvazenosti jsou rizna.

B Dvojitou rotaci Ize prevést na dvé jednoduché (viz symbolicky zapis), z toho nazev

dvojita rotace

B Priklad: dvojita rotace (pravd) a((bc)d) — a(b(cd)) — ((ab)(cd))
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E Rotace leva - pokud je levy podstrom vétsi
B Rotace prava - pokud je pravy podstrom vétsi
B Levd a prava rotace je principialné stejnd, jen se vSe odehrava zrcadlové,
uvazujeme proto vzdy jen jeden piipad.

B Zarazeni prvku X do vyvaZeného stromu S predstavuje kroky:

B Vyhledavani X v S, dokud neni zfejmé, ze se X ve stromu nenachazi.
B Zarazeni X do S v mist&, kde se ukongilo jeho vyhledavani
M Prvni dva kroky jsou totozné s algoritmem zafazeni prvku do obycejného BVS.

B Zpétny prepocet stupiu vyvazeni S od pfidaného uzlu vzhlru, tedy od listu ke
koteni. V ptipad¢, ze doslo k rozvazeni S (tedy nékde se poprvé vyskytne stupeii
vyvazeni £2), vykona se jeste nasledujici bod

B VyvazZeni S jednou ze dvou vySe uvedenych rotaci. Nutno podotknout, Ze po této
operaci je vSe vyse od mista, kde se vyvazovalo, v poradku.

Vahoveé vyvazené stromy

F Vahové vyvazeni spoCiva ve vyvazZeni poétu uzli levého a pravého podstromu kazdého
uzlu BVS.

E  Funkci p(V): | |
T, |+1

pU)= 7] +1

Jkde Tp je levy podstrom uzlu U a T je cely strom s kofenem U, nazveme stupném
vyvazeni uzlu U.

I Stupen vyvazZeni kazdého listu je %.

B Priklad:




F Musime stanovit, pro jaké hodnoty stupné vyvazeni budeme strom povazovat za
vyvazeny, napiiklad pro BB[a] stromy plati:

a<pU)<l-a

' Pro vahové vyvazené stromy plati stejné algoritmy rotaci jako pro AVL-stromy.

Optimalni vyhledavaci stromy

E BVS, které minimalizuji slozitost vyhledavani v primérném piipadé na zaklad¢ znalosti
frekvence ptistupi k jednotlivym prvkiim reprezentované mnoziny.

B Resi se konkrétng pro danou aplikaci
B Piiklad: Optimalni BVS pro mnozinu 31 nejfrekventovanéjSich anglickych slov (Eisla
jsou cetnosti vyskytu slov)
(e

o 1,867 @ 15,565

o a3tz 3017 @ o 5729
1,727
e 2,225 o 1,155 @ 1,&:9

1,062 2500 1,021
ONOIONOIOEFHONO™
e 1,408 1,101
1,222 1,063 1,379 1,080 1344 1,003 2202 1,291

Samoorganizujici se BVS

E Jedna se o variantu optimalnich vyhledavacich stromt.

F  Automaticky se pfizpisobuji ménicim se frekvencim pfistupu, neni proto nutné frekvence
pristupl znat na zacatku, strom se doladi za b&hu.



1-2 stromy

E 1-2 stromy jsou smiSené stromy, tj. v uzlech jsou kli¢e, v listech odkazy na data.

F Binarni vyhledavaci strom se nazyva 1-2 stromem, jestlize spliiuje nasledujici podminky:
B Vsechny listy maji stejnou vzdalenost od kofene
B Uzel, ktery ma jen jednoho syna, ma bratra se dvéma syny
B Kofen 1-2 stromu musi mit 2 syny, jinak je list
B Ma-li uzel jen jediného syna P, musi P mit dva syny; jinak je P list

F  Priklad: 1-2 stromy o n listech

E Vytvoreni 1-2 stromu nad uspofadanou mnozinou S o n prveich:

Mnozinu o n prvcich reprezentujeme 1-2 stromem o » listech tak, ze jednotlivé prvky
mnoziny pfifadime ve vzrastajicim potadi postupné zleva doprava listim stromu
a vnitfnim uzlim stromu pfifadime vzdy nejvétsi prvek z levého podstromu, jehoz je
dany uzel kofenem.

Tim ziskdme novou tGroven prvkl (prvki z vnitinich uzli), kterou zpracujeme stejnym
postupem.

Toto opakujeme tak dlouho, az zbude jediny prvek, a ten oznac¢ime za koten.

Pti postupu je ovSem nutno davat pozor, aby nebyly poruseny podminky 1-2 stromu,
tj. nestaci kazdou uroven zpracovéavat zleva doprava. Spravného feSeni je mozno
docilit naptiklad tim, Ze smér zpracovani jednotlivych urovni sttidame, nebo davame
pozor na pfipojovani nejpravéj$iho prvku - jestlize byl pfi zpracovani minulé urovné
ponechan solo, tentokrat se musi sparovat.

I Slozitost prohledavani 1-2 stromu je umérna vysce stromu, Cili logaritmicka, nebot
vyska stromu je ddna vztahem:

h =k-log(Ny + 1)

kde k € (1,05 1;44 ) a Ny je celkovy pocet uzla stromu (v¢etné vnitinich)
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B-stromy

E B-stromy jsou zvlastnim typem n-arnich stromd, kde uzly se nazyvaji stranky a obsahuji
vice kli¢u (K; ... km) a obvykle vice odkazii na syny (So ... Sm).

stranka: 7T TS Ti0 T3 | oor [ St | K| 5 |

A T

E Obecné pravidlo pro vytvoreni B-stromu n-t¢ho fadu o N polozkéch:
B Kazda stranka stromu (kromé jedné - kofene) musi obsahovat n az 2n prvka pro
dany tad stromu n (konstanta).
B Zpravidla uré¢ime n = pocet tirovni stromu - 1
B Potom pro strom s N polozkami a max. velikosti stranky 2n prvkd bude nejhorsi
piipad vyhledavani vyzadovat log, N pfistupt ke strankam
B Faktor plnéni > 0,5

E Souhrnna charakteristika vlastnosti B-stromu:
B Kazda stranka obsahuje nejvysSe 2n polozek (klici)
B Kazda stranka (krom¢ kofenové) obsahuje alespoii n polozek
B Kazda stranka je bud’ listovou strankou, tj. nemda Zadného syna, nebo ma m + 1 syni,
kde m je pocet jejich prvkl (n <m < 2n)
B Vsechny listy jsou na stejné Grovni

|2 5 7 8| (1314 15 18] [22 24 | 82728 |[323538 ||41 42 45 48]

E B*stromy jsou stromy podobné B-stromim, av$ak hodnoty kli¢i se zde opakuji,
vSechny klice se vyskytuji v listovych strankach.

2 5 7 E||1I} 1; ||14 15 18 ||2t| 22 24 ||25 252?213|

30 32 35 39||4u 41 ||42 45 48 |
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B Vyhledani prvku (s kli¢em X):

pro ki< X <Kis; pro 1 <£i<m, vyhledavame v datech ptislusnych strance s;
pro X > Ky, vyhledavame v sp,
pro X < ky, vyhledavame v Sy

Postup vyhledavani opakujeme tak dlouho, dokud pozadovany zdznam s klicem X
nenajdeme.

Ma-li vSak s; hodnotu nil, dal$i stranka neexistuje a hledany prvek (zaznam) se
v B-stromu nevyskytuje.

Vkladani prvku:

Vkladame prvky na mista, kam patii

Pokud by méla stranka vice, nez 2n vrcholil (tzv. preplnéna stranka), rozdéli se na
dvé stranky (leva, prava) a prostiedni kli¢ se pfesune do nadrazené stranky.

Tim se do nadfazené stranky pridava prvek a to feSime stejnym zplsobem (tj. opét
muze dojit k pfeplnéni a budeme spojovat stranky na vys$si irovni, néco se presune
vyse, ...)

B-strom B*-strom
+ 16 16 16
+23 16| 23 16| 23
+4 ;16\ . ;18\ .
4 23 4 16| 23
47 gl W p 16 \23‘\
|4 | |23 4?| ‘4 | |15 | |23|4?|
+8 'p'lﬁq\ . s 16 '\23-\\
4|8 23 | 47 4|8 16 23 | 47
4 12 23| 47 ,-8‘ . 23-\ .
4 g |12| |18 23|47

E U B*stromu pouzivame jako kli¢ v nadfazené strance vzdy hodnotu Kklice

symetrického nasledovnika
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E RuSeni prvku:
Pokud je ruseny prvek v listové strance, jednoduse jej umazeme.

Pokud je ve vnitini strance, nahradime jej symetrickym nasledovnikem (ktery musi
byt u B-stromu a B*stromu vzdy v listové strance, nebot’ tyto stromy jsou vzdy doleva
rozvetvené) a ten z listové stranky umazeme. Tedy opét mazeme jen v listové strance.

Problém nastava, pokud tato stranka po odebrani prvku obsahuje méné, nez n vrcholt.

Potom musime provést rekonfiguraci — mame dvé moZnosti:

B Vypijceni prvku ze sousedni stranky - ma-li jedna z vedlejSich stranek dost
prvkl (tedy vice, nez je tad stromu n), krajni prvek z této sousedni stranky
zaménime s rodi¢em délici nasi stranku a tuto sousedni. Rodice pak vlozime do

nasi stranky.

57 -"\f

Spojovani stranek - pokud nelze uzit postup z predeslého bodu, je zifejme v obou
sousednich strankach praveé n prvki. Proto miizeme nasi stranku (ta ma » -1 prvki)
s jednou z nich spojit (tedy obsah jedné ze stranek vkopirovat do druhé,
uprazdnénou stranku smazat a kone¢né vlozit do vysledné stranky rodice, ktery v
minulosti spojované stranky d¢lil). Nova stranka tudiz obsahuje pravé 2n prvkd.
Timto postupem jsme ovSem odebrali jeden prvek (rodice) z nadfazené stranky,
muze tedy opét dojit k nedostatku prvki. Problém feSime opétnou aplikaci celého
postupu (tj. oba body - vyptjceni i spojovani) na stranky na této urovni.

T

/?23'\ " ;91!\ °
mr, o e 1704 82y 1140y
\ vV v
6 21 26 2?}
- 21
/’5?“\9‘1"\
| 23] 354 1?31 821 11401 o
v v ¥ v
6 |16 2612? 41
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F Implementace B-stromii:

B Staticka implementace
B Zasadné implementujeme strom jako tabulky
B Musime zvolit maximalni strom, ktery mizeme implementovat (podle poctu
stranek volime velikost implementujicich tabulek)

@ 12 ® 27 e o o B-strom fdadu k = 2

/ \ (V = 4)
14 2

2l 7|8 | m 18 8 | 30 | 32
hoten aktwpml | Rie SYN INFO

3 klich 1 -~ N 1 SE Bl ] ..

3| 1|28/|30]32 1 NIINTONTIONTINT 1

204| 2|3 |78 |10| 2NIINIONIINIINTT 2

2| 312927 325 |1 |NvigNI 3

= 4 4 4

2| 5[14]18 5 INIINIINIINIINIL 5

B Vyhoda: nejrychleji se implementuje, nejrychleji se s nim pracuje.

E Dynamicka implementace:
B Pouzivame dynamické datové objekty
B Mozna definice struktury stranky:

const K=" {rad stromu}
N=2*K;
type index = 0..N;
Odkaz = ~Stranka;
Prvek = record
KLIC: integer;
SYN: Odkaz;
INFO: Typ_info;
end;

Stranka = record

M: index;

PO: Odkaz; {prvek PO}

P: array[1l..N] of Prvek; {ostatni prvky}
end;
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