Simplexova metoda

Simplexova metoda, je jednim ze zptisobu, jak fesit lohy linearniho programovani. Tato
metoda vede k cily, nelezeni optimalniho feseni, béhem kone¢ného poctu kroki, pokud se pii
prvnim kroku neukaze, ze nema piipustné feseni, nebo paklize nema feSeni degenerované,
nebo k tomu, Ze nam ukaze ze nema dana iloha optimalni feseni viibec.

Dale se pokusim popsat postup, jak pomoci simplexoveho algoritmu vytesit ulohu linearniho
programovani.

Nejprve prevedeme soustavu omezujicich podminek na rovnicovy kanonicky tvar pomoci
dopliikovych a pomocnych proménnych. A sestavime simplexovou tabulku. Pak provedeme
test optimality, pro max: z; — ¢; > 0 pokud je tak pro vSech j pak je feSeni v simplexové tabulce
optimalni, pro min: je vSe stejné jen obracena nerovnost. Pokud test optimality nevyhovuje,
vybereme sloupec s nejnizsi hodnotou a provadime test pripustnosti kde vybereme tadek,
takto vznikly prvek oznacime jako pivot, pro jorddanovu elimina¢ni metodu a zatadime ho do
baze. Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud nedostaneme optimalni feSeni.
Ptedpoklady pro simplexovy algoritmus:

Soustava omezujicich podminek musi byt vyjadtitelnd v rovnicovém tvaru.

Proménné musi mit kladné hodnoty pravych stran b>0
Soustava podminek musi mit kanonicky tvar.

Simplexova tabulka:

Zahlavi (ucelova funkce)
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Linearni programovani

Linearni programovani je uloha pfi které se snazime nalézt extrém linearni funkce vice
proménnych vyjadienych rovnicemi nebo nerovnicemi. Obecné to lze vyjadrit:
Utelova funkce:

7Z=C1XtCoXpt .. +CpXn

za podminek:

ajxitapXxat .. tanXy=b

amlxn+a2mxn+ . +amnxn:bm
Xi>0

feSeni tlohy linearniho programovani mohou byt:

pripustné feseni, to je takové fesSeni linearnich rovnic které vyhovuje podminkdm
nezapornosti.

Optimalni feseni, to je takové pripustné feseni které maximalizuje ti¢elovou funkci.

Zakladni feSeni je takové piipustné feseni které ma nejvyse m kladnych slozek a nejméné n-m
nulovych slozek.

Degenerované feseni, je takové feseni, které ma vice nez n-m nulovych slozek.

Kazda linearni iloha mtize ale nemusi mit jak optimalni tak pripustné feseni. tloha tedy mize
mit pravé jedno optimalni feseni (i€elova fce nabyva optimalni hodnoty v krajnim bod¢
mnoziny piipustnych feseni), nekone¢né mnoha optimalnich feseni (ucelova fce nabyva
optimalni hodnoty v dvou krajnich bodech, a ve vSech bodech jejich spojnice), ucelova vce
milize na mnozné piipustnych feseni neomezené rust ¢i klesat.

Jednoduché linearni tlohy lze tesit grafickou metodou, ale je pro dvé proménné, takze ma
maly prakticky vyznam.

Ukazka grafického feseni:

A




Vicekriteridlni optimaliza¢ni ulohy
Slozité realné situace maji za nasledek, ze rozhodovani podle jediného kritéria nestaci. Je
proto téeba se rozhodovat na zakladé celé mnoZiny rozhodovacich kritérii. Ugelem rozhodnuti
v téchto situacich je bud’ nalezeni nejlepsi varianty podle vSech uvazovanych hledisek nebo
vylouceni neefektivnich variant, respektive usporadani mnoziny variant.
Cilem vicekriteridlniho optimaliza¢niho modelu je najit extrém vsech ucelovych funkci za
podminek, Ze vektor proménnych je z mnoziny piipustnych feseni. Mnozina pfipustnych
feseni ma nekone¢né mnoho feseni. Reseni z hlediska vice kritérii se nenazyva optimalni, ale
kompromisni feSeni. Kompromisni feseni je tedy takové feseni, které je z hlediska vSech
kritérii to nejvyhodnéjs$i. V modelu jde o dulezitost jednotlivych kritérii, jde o takzvanou
preferenci kritérii, ktera je vyjadiena vahami jednotlivych kritérii. Preference kritérii miizou
byt dany:
- nominalné — nevime, zda jsou néktera kritéria lep$i. Pouzivame aspiracni irovné.
Aspiracni irovné jsou pozadované hodnoty kritérii, které chceme dosédhnout.

- ordindln€ — vime, Ze néjaka skupina kritérii je dtilezitéj$i nez jina

- kardinaln¢€ — stanovujeme piimo vahy jednotlivym kritériim ¢asto v %, potom musi
byt soucet roven 1

Pro teSeni uloh vicekriteralni optimalizace bylo vyvinuto nékolik riznych vypocetnich
metod, které se 1i$i jednak metodickym ptistupem k vybéru optimalniho feSeni a jednak mirou
pouzitelnosti. VSechny metody lze rozd¢lit do n€kolika skupin.

Do prvé skupiny zahrnujeme metody, pti kterych se vychézi z dil¢i optimalizace a pak se
vhodné zvolenymi postupy pokracuje ve vypoctu vyhovujiciho kompromisniho feSeni.
Postup: vybereme jedno kritérium a podle toho fesime, nasledné¢ dostaneme dil¢i (parcialni)
feSeni. Dilcich feSenti je tolik kolik je kritérii. Z dil¢ich feSeni vytvoiime kriteridlni matici. Na
diagonalo v kriterialni matici mame optimalni hodnoty z hlediska jednotlivych kritérii,

z hlediska celku se jedna o idealni feSeni. V tomto smyslu se dé také mluvit o bazalnim feSeni,
coz je feSeni opacné k idealnimu, jedna se tedy o nejhorsi hodnoty kritérii.

Druhé skupina metod se vyznacuje tim, ze se jednotlivé kriterialni funkce pomoci vhodné
zvoleného operatoru agreguji do jedné globalni kriterialni funkce. Tim se vicekriterialni lloha
pievadi na klasickou tlohu s jedinou kriteridlni funkci. Agregace na zéklad¢ soucinti
koeficienti kriterialnich funkci. Musi byt splnéna odminka, Ze vSechny funkce jsou stejného
typu, tj. maximaliza¢ni nebo minimalizacni. Pf. Fi(x) = ¢y 1x; + ... + ¢1nX, > max,

Fa(x) = co1x; +...F conXy > max, agregovand funkce F(X) = ¢11¢21X; +...+ C1nConXp—>max.

Déle jsou agregace pomoci souctové funkce a agregace pomoci konvexni linedrni kompinace,
pii této agregaci predpokladame, ze uvazovana kritéria maji ptidéleny vahy vyjadiujici stupen
dualezitosti. Vahové konstanty mohou mit charakter proménnych.

Tteti skupina souvisi s pfevodem kritérii na omezeni. Pfedpokladem je to, Ze pfi stanoveni
ulohy neni moc velky rozdil mezi omezujicimi podminkami a kritérii. Pfevod kritérii na
omezeni fy(x) => Zk pro max a naopak pro min, Zk jsou pozadované hodnoty kritérii.

Tteti skupina zahrnuje metody vhodné pro feseni specifickych uloh cilového
programovani. Pro tento typ tloh je charakteristické, ze pro kazdou uvaZzovanou kritrialni
funkci se pfedem zadava pozadovana cilova uroven, které by se mélo dosahnout. Smyslem

v 7

optimalizace je vyhledat takové kompromisni feseni, které se k této trovni co nejvice piiblizi.



Teorie rozhodovani

Podstatou teorie rozhodovani tvoii hry proti ptirodé. V téchto hrach je hracem A
rozhodovatel, hracem B, respektive protihra¢em jsou vSechny mozné redlné stavy okolnosti,
tzn. neinteligentni hrac.

Strategie uplatiiované jednim hracem, respektive rozhodnuti u¢inéna pii feseni problému
se nazyvaji alternativami. Alternativy se navzajem vylucuji. Zvoli-li hra¢ jednu alternativu,
nemuze soucasné zvolil i jinou. Je dulezité, aby si rozhodovatel ujasnil vSechna mozna
rozhodnuti, tj. alternativy. Stavy, které ovliviiuji rozhodnuti prvniho hrace se nazyvaji stavy
okolnosti. Stavy okolnosti odpovidaji neinteligentnim hrac¢tim v teorii her.Kazda alternativa
ma za odpovidajiciho stavu okolnosti vysledek, kterym je vyplata. Kazdému rozhodnuti
odpovida tolik vyplat, kolik rizny stavli okolnosti pfipada v ivahu a kazdému stavu okolnosti
odpovida tolik vyplat, kolik alternativ feSeni uvazujeme. Jestlize je m alternativ a n stavli
okolnosti, vznika vyplatni matice m x n.

Rozhodovatel potiebuje védét, ktery stav okolnosti se realizuje v dobé rozhodnuti. Tato
informace umoznuje zvolit optimalni alternativu. Pokud rozhodovatel vi, ktery stav okolnosti
nastane, rozhoduje se na podminek jistoty. Pokud rozhodovatel nema viibec zadnou ptredstavu
o tom, jaky bude stav okolnosti, rozhoduje se za podminek nejistoty. A poté nastava situace,
kdy rozhodovatel sice nevi s jistotou, ktery stav okolnosti nastane, ale na zakladé riznych
poznatki a zprav soudi, ktery stav pravdépodobné nastane. Pak rozhoduje za podminek rizika.
Riziko je charakterizovano vektorem pravdépodobnosti jehoz konkrétni hodnoty vyjadiuji
pravdépodobnosti realizace konkrétnich stavu okolnosti.

Rozhodovani za jistoty je zcela jednoduché, pokud vime, Ze nastane urcity stav okolnosti,
vybereme dany sloupecek a z n€ého max vj;.

Rozhodovani za rizika. Zname vektor pravdépodobnosti realizace konkrétnich stavii
okolnosti, proto vybereme alternativu a;: vi = max (2pjvij)

Rozhodovani za nejistoty, pro vybér alternativy existuje nékolik postupt, pfi nichz jsou
hodnoceny bud’ vyplaty nebo ztraty jednotlivych alternativ. Maximaxovy ptistup, je ptistup
optimisticky. Resenim pfi tomto postupu je alternativa, ktera pfinese maximalni zisk. Za
ucelem nalezeni maximalni vyplaty vyhledava rozhodovatel maximalni vyplatu pro kazdou
alternativu a z nich vybere opét maximum. R; : vi = max max vj;. Maximinovy pfistup, je
spiSe ptistup pesimisticky. Z kazdé¢ alternativy vybereme nejnizsi vyplatu a z nich pak tu
nejvyssi. Ry : vi = max min vj. Princip minimaxoveé ztraty vychazi z matice ztrat. Jako
optimum se pak vybira alternativa, kterd odpovida minimalni z maximalni ztrat. Princip
nedostatecné evidence. Tento pfistup se snazi zohlednit vSechny vyplaty a jednotlivé stavy
okolnosti povazuje za stejn¢ pravdépodobné. Zohlediiovani vyplat se provadi jejich
prumérovanim. Ry: v = max (1/s2vy).

Vyplatnim tabulky mohou byt nahrazeny grafickymi pomickami, mezi nimiz zaujimaji
dualezité misto rozhodovaci stromy. Strom — uzly a to rozhodovaci, z nichz vychazeji hrany,
které zobrazuji alternativy a uzly situacni, z nichz vychazeji hrany predstavujici stavy
okolnosti. Strom kon¢i listovymi uzly.



Teorie her

Teorie her se zabyva fesenim konfliktnich situaci, kterych se ucastni alespon dva ucastnici
s raznymi nebo dokonce protichlidnymi zajmy. Cilem je najit takové chovani kazdého
ucastnika, pti némz vysledek bude z hlediska kazdého z nich optimalni.

Konlfliktni situace jsou vSechny situace, ve kterych jde o stfed zajmt Gcastnikl konfliktu.
Konfliktni situace mtize mit antagonisticky nebo neantagonisticky charakter. V ptipadé
antagonistického konfliktu dosazeni cile jednim z u€astnikii zamezi pozitivnimu vysledku
ostatnich, uspéch kazdého z hracl je mozny pouze na tkor uspés$nosti ostatnich hraca.

V ptipadé neantagonistického konfliktu maji v§ichni ucastnici moznost vice ¢i méné
realizovat cile. V neantagonistickém konfliktu nejsou cile hraci protichtidné a hra¢i mohou i
spolupracovat. Kazdy tcastnik konfliktu je v teorii her nazyvan hracem. Hrace lze chéapat jako
souhrn urcitych zajmu a cilii. Podle poctu hraci délime hry na hry dvou hract a hry vice
hra¢t. Hraci mohou byt inteligentni a neinteligentni. Inteligentni hra¢ hraje dobfe a ma zajem
na vysledku hry, kdezto neinteligentni hra¢ se konfliktu jenom tcastni bez zajmu o vysledek
hry. Hry lze také délit na kooperativni a nekooperativni. Pti kooperativni hie hraci tvoti
koalice a spolupracuji. V nekooperativni hie se hraci nesdruzuji. Je ziejmé, ze

v antagonistickém konfliktu neni mozné vytvaret koalice. Kazdy hra¢ pouziva urcité strategie,
pokud mnozina strategii alespon jednoho hrace je nekone¢na, jde o nekonecnou hru. Strategie
je v podstaté soubor tahu od zac¢atku do konce hry. Pro kazdého hréace je definovana vyplatni
funkce, ktera kazdé kombinaci strategii hrace piifadi velikost vyplaty tohoto hrace. Podle
vztahu mezi vyplatnimi funkcemi jednotlivych hra¢t se mluvi o hrach s konstantnim,
nulovym a nekonstantnim souctem.

Sestavit model hry znamena definovat jeji hrace, definovat jejich strategie a formulovat
vyplatni funkce, vyplaty hry. Model hry v rozvinutém tvaru zobrazuje strategie jako
posloupnosti tahti. Hru je mozno, bez ohledu na pocet hract, formalizovat pomoci stromu.

Maticové hry — viz esej MH
Zvlastnim ptipadem maticovych her jsou hry s neinteligentnim hra¢em, respektive hry
s ptirodou. Hry s pfirodou budou pravdépodobné predstavovat hry za podminek nejistoty. Pro
vybeér strategii inteligentniho hrace existuje nékolik kritérii. Waldovo kritérium je
pesimistické kritérium zalozené na maximinovém piistupu. Z kazdé alternativy zvolime tu
nejmensi a z nich pak tu nejvétsi. Maximaxové kritérium je optimistické kritérium. Z kazdé
alternativy zvolime tu nejvétsi a z nich pak opét tu nejvetsi. Savageovo kritérium hodnoti
strategie inteligentniho hrace z hlediska ztrat. Pouziti Waldova kritéria, ale pro matici ztrat.
Bernoulli-Laplaceovo kritérium navrhuje vychéazet pti volbé¢ strategie inteligentniho hrace
z toho, ze ptiroda svoje strategie pouziva rovhomerné, jsou stejné cetnosti pouziti.
Hurwitzovo kritérum je zaloZzeno na ocekavani nejlepSich a nejhorSich vysledkt kazdé z nich.
Stanovime optimisticko pesimisticky indes. t optimismus, 1 —t pesimismus. H = max v;;, h =
min vij, Ri = max (tH + (1-t)h).



Maticova hra

Nejjednodussim typem her jsou hry maticova. Jsou to hry dvou hraci s kone¢nym poctem
strategii a s nulovym souctem vyplat. Nulovy soucet vyplat znamena, Ze soucet vyplat obou
hract je vzdy roven nule, napt. 1 hra¢ ma vyplatu 10, proto 2 hra¢ musi mit vyplatu —10. To
znamena, ze vyplatni funkce obou hract jsou opacné, takze je mozno pracovat pouze
s jedinou vyplatni funkei. K popisu maticové hry staci tedy pouze jedna matice vyplat,
pricemz druhd matice by byla akorat s opacnym znaménkem. V matici vyplaty odpovidaji
radky strategiim prvniho hrace Ry, ..., Ry, sloupce strategiim druhého hrace Sy, ..., Sy a
jednotlivé prvky matice vij pak vyplaté prvniho hrace pro kombinaci strategii (R;, S;). Vyplata
druhého hrace s touto strategii je pak —vi;.

Protoze prvni hra¢ ziska to, co druhy ztrati, fika se, Ze prvni hra¢ maximalizuje svoji vyhru
a druhy hra¢ minimalizuje svoji prohru. To vyplyva z opacnych hodnot vyplatnich funkci.
Kazdy hrac¢ hleda takovou strategii, aby si pro kazdou strategii protihrace zajistil nejvyssi

Reseni hry v oboru &istych strategii znamena, Ze hraé dosahne svého cile pouze pomoci
jediné své strategie. At se hra opakuje nebo je hrana pouze jednou, optimalni chovani hrace
se Tidi touto strategii. ReSeni hry v oboru &istych strategii existuje pouze tehdy, kdyz Ize
nalézt sedlovy bod a sedlovy bod existuje prave tehdy kdyz dolni cena hry se rovna horni
cené hry. Sedlovy bod ptedstavuje dvojici strategii, pti¢emz pokud by kterykoli hra¢ pouzil
jinou strategii neZ uvedenou v sedlovém bodé¢, vysledek hry bude horsi. Dolni cena hry = min
max Vj; a horni cena hry = min max vj;. Zaroven pokud se rovna dolni a horni cena hry pak se
to rovna také cené hry v.

Reseni hry v oboru smienych strategii znamena, Ze se hra¢ nemaze fidit pouze jedinou ze
svych strategii, ale musi najit zptisob pouzivani strategii v jednotlivych partiich, tj. rozdéleni
cetnosti, podle kterého ma svoje strategie stiidat. SmiSena strategie je charakterizovana
vektorem pravdépodobnosti, jehoz kazdy prvek vyjadiuje pravdépodobnost pouziti ptislusné
Cisté strategie hrace. Pokud tedy matice nema sedlovy bod, hleddme feseni v oboru smiSenych
strategii. Pfi vypoc¢tu mame vektory pravdépodobnosti prvniho hrace r = (1, 12, ..., ) a
druhého hrace s = (sl, s2, ..., sn) pficemz plati X r; =1, 2= 1, ;> 0, > 0.

Pro vypocet smiSenych strategii pouzijeme pomocnou linearni tlohu a feSime na zakladé
simplexu.



Dualita

Zakladem je dvojice dualné sdruzenych linedrnich optimaliza¢nich modeli

dualita — vztah mezi dvéma vektorovymi prostory

- v pripad¢ uloh LP se dualita projevuje tak, ze ke kazdé tloze LP se da prifadit jind tloha LP zvana dualni

- ob¢ ulohy maji tytéz parametry,ale s jinou ekonomickou interpretaci

- odli$nosti dualniho modelu od lin. opti. modelu jsou: v dualnim modelu je matice soustavy A transponovana,
nerovnosti se zménily v opacné, slozky vektoru pravych stran priméarniho modelu piesly do koeficientu ucelové
fce dualniho modelu a naopak, maximalizace se zménila na minimalizaci a naopak

- nelze fict které tiloha je primarni a kterd dudlni, nelze to poznat

- dudlni tlohu nelze vytvorit ndhodné, pouzijeme urcita pravidla:

vektor — sou znaceny zluté

MAX MIN

A Al

b c

c b
Ax<=b |y>=0
Ax=b y=lib.
Ax>b y<=0
x>=0 ATy>:c
x=lib. Aly=c
x<=0 ATy<:c

- pro dvojici sdruzenych tloh plati tyto zdkladni véty:
- ma-li jeden ze sdruzenych modelll optimalni feSeni s konecnou hodnotou ucelové fce, ma i druhy model opti.
feSeni s kone¢nou hodnotou ucelové fce. a hodnoty obou ucel. fci se sobé rovnaji; to znamend MAX p = MIN d
- muze-li hodnota ucel. fce jednoho ze sdruzenych problémt rtst nebo klesat neomezené pak druhy problém
nema piipustné feSeni
postup feSeni:
model je nejprve nutno upravit, napr. pokud se tcel. fce maximalizuje, je tieba vSechny nerovnosti prim. tlohy
upravit na tvar <= ,(provadi se vynasobenim —1)
- ptevadime nerovnosti podle uvedené tabulky vyse
-nyni vytvofime dualni Glohu podle pravidel pro dualitu
- podle poctu omezujicich podminek dualni tlohy zavedeme pocet dualnich proménnych
- kriterialni fci ziskame z vektoru pravych stran primarni Glohy
- strukturni proménné jedné ulohy odpovidaji dopliikovym proménnym druhé tlohy
- z vlastnosti dualné sdruzenych uloh je jasné, ze je lhostejné kterou ze sdruzenych uloh feSime
- optimalni feSeni dualni ulohy nalezneme v indexnim fadku vysledné simplexové tabulky primarni ulohy ve
sloupcich doplitkovych proménnych a opacné
- primarné piipustné feSeni spliiuje omezujici podminky a nezapornost; dualné piipustné feseni splituje omezujici
podminky ale mize byt zaporné
- dualni hodnoty udavaji pfirdstek optimalni hodnoty primarni Gcelové fce pii jednotkové zméné pravych stran
soustavy vlastnich omezeni primarni tilohy
- feseni dualniho problému poskytuje ocenéni vlastnich omezeni primarniho modelu vzhledem k primarni
ucelové fci, hovotime o stinovych cenach zdroji nebo pozadavka
- predpokladem pouziti dualn€ simplexového algoritmu je Ze kriterialni fadek vyhovuje testu optimality
primarniho simplexového algoritmu,ale neni pfipustné, to znamena, néktera slozka vektoru zakladniho feseni b
je zaporna;
- postup pouziti dudlné simplexové metody:
1. ze zapornych slozek vektoru b vyberem slozku nejvétsi v absolutni hodnot€ a tim urcime klicovy fadek
2. klicovy sloupec uré¢ime podle vztahu Zj - Cj| , a,<0,
min
o
3. provedeme eliminacni krok uréeny nalezenym klicovym prvkem



Dopravni uloha
Dopravni problém piedstavuje pozadavek na dopravu pii minimalizaci pfepravnich nakladt od dodavatelil
k odbérateliim. Cilem je najit optimalni zptisob pfepravy od n¢kud, nékam, pres néco a ptipadné ¢im.

Formulace ulohy:

Je dano m dodavatell s kapacitami ay, a,, ..., a,, a N spotfebiteld s pozadavky b, by, ... ,b,.

Pieprava jednotkového mnozstvi od i-tého dodavatele k j-tému spotfebiteli je spojena s ndklady c;; ( nebo cj je
odpovidajici kilometrova vzdalenost ).

Ukolem je sestavit nejracionalngjsi dopravni plan, tj. uréit mnozstvi Xijj, kterd se maji prepravit od i-t¢ho
dodavatele k j-tému spotiebiteli tak, aby byly splnény pozadavky spotiebitelti a celkové ptepravni ndklady (
nebo celkovy objem piepravy v tzv. "tunokilometrech") byly minimalni.

Pfedpokladdme, Ze ndklady cjj jsou konstantni, tj. nezdvisi na pfepravovaném mnozstvi. Dale pfedpokladejme, Ze
objem kapacit se rovna objemu pozadavki tj. ? ai = ? bj Tento pfedpoklad se nazyva vyvazenost dopravniho
systému. Vyvazenost dopravniho systému spociva v tom, ze vSe co dodavatelé nabizeji, spotiebitelé odeberou.
V piipadé nevyvazeného systému ptridame fiktivniho odbératele nebo fiktivniho dodavatele v zavislosti na strané
nevyvazenosti. Vyvazenost dopravniho systému je nutnd podminka pro feSeni dopravni ulohy.

? Xij <=ai, ? Xij <=bj, Xij >= 0, ? ? CijXij -> MIN

Protoze soucet kapacit dodavatelt je roven souctu pozadavku spotiebitelil je vzdy jedna z téchto rovnic linearné

zavisla a protoze pocet bazickych proménnych musi byt roven poctu linearné nezavislych rovnic je bazickych

proménny m +n —1

Vypocet:

1. Vogelova aproximacni metoda — diference = druha nejmensi diference — nejmensi diference (pro fadky i
sloupce), vybereme nejvyssi diference a nejlevnéjsi trasu

2. Test optimality ui + vj <= Cij

3. Test ptipustnosti max(ui + vj — Cij) => tento prvek zafadime do baze — vytvofime uzavieny okruh



