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Predmluva

Klicem k uspésnému fizeni je rozhodovani. Proces rozhodovani za¢ina vzdy, kdyz se
objevi problém. Manazer problém vétSinou nejdiive pojmenuje, definuje, pak formuluje cile jeho
feSeni, zkoumd faktory, které ho ovliviiyji, podmiiuji a limituji a odhaduje mozné varianty
feSeni. Na zavér vybere subjektivné nejlepSi postup feSeni s cilem nalézt optimalni feSeni
problému. Tento proces analyzy problému ma dv¢ zakladni formy: kvalitativni a kvantitativni.

Pii pouziti pouze kvalitativniho pfistupu spoléhd manazer na osobni usudek nebo na
zkuSenosti, ziskané pii feSeni podobného problému. Takovy zplsob rozhodovéani je nazyvan
empiricko-intuitivnim a mnohdy muze stait ke kvalitnimu rozhodnuti. S rdstem slozitosti
feSeného problému je vSak nutné kombinovat Cisté kvalitativni pfistup s kvantitativni analyzou
problému.

vvvvvv

podobnymi problémy nebo je problém tak rozsahly a komplexni, Ze vyzaduje diikladnou analyzu
zalozenou na exaktnich védeckych zakladech. Pouziti kvantitativnich metod je vSak Casté 1 pfi
feSeni opakovanych jednoduchych problémut, kdy Setfi ¢as manazera, piip. jeho feSitelského
tymu.

Kvantitativni zaklady pro rozhodovani poskytuje operacni vyzkum. ManaZer vyzbrojeny
metodami opera¢niho vyzkumu je schopen kvalifikované jak dlouhodobé planovat rozvoj ve
svéfené oblasti, tak i feSit kazdodenni problémy manazerské praxe. Management potiebuje od
opera¢niho vyzkumu shromazdit a interpretovat data, konstruovat matematické modely a
podrobovat je experimentim, piedvidat chovani ekonomickych systémli a vytvaret tak
piedpoklady pro kvalifikovana rozhodnuti. Mezi manaZery a specialisty operacniho vyzkumu
musi existovat tizka spoluprace a délba prace.

Pro efektivni a uspéSnou spolupraci je nezbytné, aby manaZeti byli obeznameni se
zakladnimi poznatky o kvantitativnich metodach, které operac¢ni vyzkum pouziva. Neni nutné,
aby ovladali kazdy krok feSicich algoritmt, ale aby pochopili podstatu pouzitych metod a
modeltl, jejich moZnosti pouziti, ale i omezeni. Jen tak je mozné se vyhnout nedorozumeéni
z ptecenovani vysledkti modelovych teSeni, pfip. se nenechat odradit slozitosti matematického
modelu. Ziskani pravé takovych znalosti pro kvalifikované vyuzivani kvantitativniho pfistupu
v rozhodovani podporuje predkladany ucebni text.

Ucebni text tématicky odrdzi kurz Kvantitativni metody v rozhodovani, pfednaseny na
Fakulté managementu a ekonomiky VUT ve Zliné poslucha¢tim studijnich obordi management,
podnikova ekonomika a prumyslové inzenyrstvi. Pfedkladany text si ne¢ini naroky na originalitu
ani vycerpavajici vyklad discipliny opera¢niho vyzkumu. Vznikl z potteby sousttedit obsah kurzu
do jediného uceleného ucebniho textu.

Text je rozdélen do Sesti kapitol, z nichz kazda je vénovana samostatné a ucelené metod¢
opera¢niho vyzkumu - uvedeni do problematiky modelovych piistupi opera¢niho vyzkumu,
linedrnimu programovani, teoretickym zékladim stochastickych modelt a teorie hromadné
obsluhy, fizeni zasob a sitové analyze. Teoreticky vyklad je pribézné ilustrovan fadou feSenych
ptikladu.

Ucebni text miiZe poslouzit nejen poslucha¢lim Fakulty managementu a ekonomiky VUT
ve Zling, ale je vhodny i pro postgradualni kurzy zamétené na aplikaci matematickych metod v
ekonomice a fizeni. Zvladnuti optimalizacnich modeltl a metod v piedkladaném prifezu je
dobrym vychozim ptedpokladem pro snadnéjsi orientaci v dalSich technikach ekonomického
rozhodovani. Pfinosem pouzivani matematického aparatu je také vypéestovani urcité kazné v
mysleni i vyjadfovani.



1. Operacni vyzkum jako nastroj fizeni

1.1 UVOD

Vznik védecké discipliny, kterd se vyvinula do dnes$ni podoby, spada do 40. let. Nazev
operacni vyzkum byl pro ni pouzit poprvé v obdobi II. svétové valky a je poplatny tomu, ze
metod operacniho vyzkumu se pouzivalo pii feSeni uloh souvisejicich s vojenskymi operacemi.
Pocatek rozvoje metod operacniho vyzkumu se spojuje predevsim se jmény G.B. Dantziga, L.V.
Kantorovic¢e, P.M. Morse, G.E. Kimballa, R.L. Ackoffa a C.W. Churchmana.

V soucasné dob¢ predstavuji metody opera¢niho vyzkumu soubor nastrojii pro fizeni
slozitych ekonomickych systémil, jak na mikroekonomické urovni, tak v makroekonomickém
mefitku. Operacni vyzkum poskytuje moznost zkvalitnit ekonomické rozhodovéani, a to
predevsim ve smyslu rychlosti a kvalifikovanosti, pouzitim kvantitativnich metod. Proto se jako
neoddé¢litelna soucast ekonomické teorie i hospodaiské praxe stale vice prosazuje matematické
modelovani. Jde pfedevs§im o tzv. ekonomicko matematické modely a metody pouZivané v
matematické ekonomii, ekonometrii a operaénim vyzkumu.

Matematicka ekonomie pouzivda matematiky pouze jako nastroje pifi formulaci
ekonomickych zavislosti a vysvétlovani ekonomickych jevl. Ekonometrie si klade za ukol
verifikovat postulaty ekonomické teorie, ziskané metodou védecké abstrakce. Vychazi z
ekonometrického modelu, zkonstruovaného z empirickych tdaji pouzitim matematickych
vyrazovych prostfedkil a statistickych metod, které slouzi k analyze, prognézovani a optimalnimu
fizeni. Operacni vyzkum je nejmladsi oblasti aplikace matematiky v ekonomii a lIze jej
charakterizovat stru¢né jako souhrn metod tymové vyzkumné prace vyuzivajici komplexni, t.].
systémovy pristup, k feSeni ekonomickych, organizacnich, technickych nebo jinych slozitych
rozhodovacich problémd pomoci matematického modelovani a pfip. vypocetni techniky za
ucelem nalezeni optimalnich rozhodnuti (strategii), t.j. takovych, ktera jsou z hlediska pfedem
stanoveného cile nejlepsi. Mezioborova védni disciplina operacni vyzkum dosahla zna¢ného
rozs$iteni jako jedna z metod optimalniho fizeni ekonomickych systémt.

1.2 CHARAKTERISTIKA OPERACNIHO VYZKUMU

Pokud se ztotoznime s tvrzenim, Ze kybernetika je obecné teoreticky zaklad védeckého
fizeni, pak operacni vyzkum lze chapat jako aplikovanou kybernetiku v oblasti feSeni praktickych
rozhodovacich a organiza¢nich tloh. Jako kazdd aplikovand védni disciplina vyuzivajici
matematického aparatu, rozviji operacni vyzkum ptredevsim teoretické zaklady konstrukce
matematickych modeld organiza¢nich a ekonomickych systémi, véetn¢ algoritmu jejich feSeni.
Vedle této stranky formalni vSak respektuje i obsahovy a metodologicky aspekt zkoumani.

Charakteristickymi rysy operacniho vyzkumu jsou:

* systémovy pfistup,
* tymova préce,
* modelova technika.

Systemovy pristup. Pti feSeni Ulohy opera¢niho vyzkumu se vychazi z predpokladu, ze
chovani libovolného prvku zkoumaného systému nelze posuzovat izolované, nebot’ vzdy urcitym
zptsobem ovliviiuje i ostatni prvky, pfitom ne kazda z té€chto vazeb je podstatna a ne vSechny
vlivy lze zjistit. Jadrem systémového piistupu k feSeni problému je tedy systematické
vyhledavani vzajemnych vazeb pii zkoumani nebo hodnoceni kterékoliv ¢asti systému, pfitom se



ptihlizi k pisobeni okoli. Zpravidla se vychazi z pokud mozno jednoduché formulace ulohy.
Pokud se takova formulace ukaze jako pfilis uzka, rozsifi se o dal§i doposud nezahrnuté vazby a
takto nové vymezeny systém se opét posuzuje jako celek.

Tymova prace. Vseobecné vzitd konvence pro klasifikaci védeckych poznatkil, kterad
koneckoncti odpovida i struktute védnich obort, vede k ¢lenéni zkoumanych problému dle jejich
pfevazujiciho charakteru na sociologické, ekonomické, technologické aj. Déleni vSak nemusi byt
vzdy totozné se strukturou realnych problémi. Praktické zkusSenosti potvrzuji, Ze komplexni
teSeni slozitych rozhodovacich uloh lze ziskat pouze s pouZzitim poznatkli fady védnich disciplin.
Proto se v operacnim vyzkumu zapojuji do feSeni jednotlivych problému specialisté rtiznych
obort a zaméfeni. Interdisciplinarnost umozinuje zkoumani jedné a téze ulohy z riznych hledisek,
nebot kazdy z odborniki uplatiiuje pii feseni t¢hoz problému sviij vlastni piistup.

Napf. stanovme si za cil zvySeni produktivity v jisté vyrobni jednotce. Sociolog muze
fesit tkol napf. pfijimanim novych kvalifikovanych pracovniki nebo zvySovanim kvalifikace
stavajicich pracovnikll. Technik bude vénovat pozornost na zdokonaleni vyrobniho zatizeni nebo
technologie. Ekonom se zaméti na efektivnéj§i mzdovou pfip. jinou stimulaci. Systémovy
analytik bude zkoumat moznosti zrychleni a zkvalitnéni toku informaci potfebnych pro
rozhodovani atd. Kazdy z odbornikd se snazi dosahnou ze svého hlediska pozitivnich vysledkd,
ale otazka, které z navrhovanych feseni, ptip. jaka jejich kombinace je z hlediska vytceného cile
nejlepsi, zstava nezodpoveézena. Odpoveéd’ lze nalézt teprve sestavenim kvantitativniho kritéria,
na jehoz zakladé se vyhodnoti a porovnaji mozné zpusoby feSeni.

Modelova technika. Modelovani zkoumaného systému plni v systémech ekonomického ¢i
organizaniho charakteru funkci experimentdlni techniky. Tedy reakce struktury a chovani
systému vuci rizn€ se menicim podminkam lze experimentalné ovéfit pouze a pravé na jeho
modelu.

Pro operacni vyzkum je typické pouZzivani ptedevSim matematickych modelii. Kazdy
model je obecné podstatnym zjednoduSenim popisovaného systému. V matematickém modelu se
jako vyrazovych prostfedkli pouziva matematického aparatu. Pfes vSechna zjednoduseni
pozadujeme od kazdého modelu, aby byl adekvatnim obrazem zkoumané reality. Tuto
adekvatnost je nutné vhodnym zplisobem testovat a prakticky ovéfovat. Na druhé stran¢ se
pozaduje, aby pouzity model vzdy daval moznost ne ptili§ komplikovaného feSeni.

Nejcastejsi formou modell opera¢niho vyzkumu je rovnice, resp. soustava rovnic. Jejich
strukturu I1ze jednoduSe popsat napf. vyrazem

z:f(xi,yj) - extrém,

kde z - ucelova funkce, vyjadiuje troven predem zvoleného cilového kritéria, které
charakterizuje kvalitu nebo efektivnost fungovani zkoumaného systému, x, jsou tzv. fiditelné
proménneé, y; nefiditelné proménné (konstanty) a £ je funkce popisujici vztahy mezi z, x; a y ;-

Tento zakladni tvar modelu je pak obvykle rozsifen jesté o jednu nebo vice rovnic, resp.
nerovnosti, které vyjadfuji urcitd omezeni nékterych proménnych a spolu s funkci cilového
kritéria tvofi celkovy model systému nebo fesené tlohy.

Typickym znakem modelll opera¢niho vyzkumu je predev§im fakt, Ze maji povahu
optimalizacnich modelii. Umoznuji totiz dospét k feSeni resp. strategiim, které jsou z hlediska
cilového resp. cilovych kritérii nejlepsi. Pfitom uroven fiditelnych proménnych obsazenych v
ucelové funkci respektuje omezujici podminky ulohy. Podstatou optimalizace je tedy hledani
extrému kvantitativniho cilového kritéria, t.j. bud’ minimalniho vstupu do systému pfi daném
vystupu, nebo maximalniho vystupu ze systému pii daném vstupu, nebo maximalniho rozdilu
mezi vystupem a vstupem. Jde tedy o stanoveni takového feseni problému, které pfi raciondlnim
vyuziti disponibilnich zdroji vede k dosazeni daného cile.



1.3 POSTUP PRI RESENI ULOH OPERACNIHO VYZKUMU

Proces kvantitativni analyzy ekonomickych a organiza¢nich systémt pomoci modell a
metod operacniho vyzkumu probiha v né€kolika na sebe navazujicich etapach. V podstaté se jedna
o vicestupiiovou abstrakci - identifikace systému, tj. kvalitativni analyza zkoumaného problému,
formulace vychozi ekonomické hypotézy, jeji matematicky model, jeho feSeni, véetné ovéteni
spravnosti struktury i vysledkd modelu, praktické vyuziti nalezeného feSeni a zdokonaleni
analyzovaného systému.

Kuvalitativni analyza problému je vychodiskem pti formulaci tzv. ekonomického modelu.
V této prvni etapé diagnostického charakteru je nutné piedev§im vymezit pfedmét zkoumani,
Rovnéz je tfeba stanovit hodnotici kritérium pro posouzeni kvality fungovani studovaného
systému.

Konstrukce matematického modelu spoCiva v transformaci ekonomického modelu
pomoci matematickych vyrazovych prostredkli. Adekvatnost pouzit¢tho modelu zdvisi mj. na
zvolené analytické forme popisovanych vztahli mezi jednotlivymi proménnymi.

Je-li sestaven matematicky model tlohy a jsou-li k dispozici vstupni data, 1ze piejit k
jeho Feseni. V podstaté jde o nalezeni ptfesnych resp. pfibliznych optimalnich hodnot fiditelnych
proménnych, tedy takovych, které zarucuji nejlepsi troven zvoleného ukazatele efektivnosti
fungovani systému pii dané Grovni nefiditelnych proménnych. V zavislosti na charakteru modelu
lze feSeni ziskat bud’ metodami matematické analyzy nebo experimentalnim zptisobem, napf.
simula¢nimi postupy. Pouze né¢které jednoduché matematické modely lze feSit rucné, feseni
rozsahlych uloh lIze efektivné ziskat pouze pomoci pocitate s pfisluSnym programovym
vybavenim.

Dal$im krokem je provéfeni adekvatnosti modelu a vyhodnoceni nalezeného feSeni.
Verifikace vysledkii spoCiva v porovnani teoretickych hodnot ziskaného optimalniho feSeni s
dosavadni situaci (strategii) a ve vycisleni rozdili vypoctené a skute¢né urovné kritéria kvality
fungovani systému.

Posledni fazi postupu je implementace, tedy realizace vysledkti kvantitativni analyzy
matematického modelu v praxi, se snahou naplnit v zadani formulované cile, t.j. zdokonalit
funkci zkoumaného systému. Dale je nutné analyzovat citlivost a stabilitu optimalniho feSeni
vzhledem k zméné struktury modelu, ptip. vychozich omezujicich podminek.

Ziejmé ne vzdy se jednotlivé etapy konstrukce modelu operac¢niho vyzkumu realizuji ve
vyse uvedeném poradi. Ve skute¢nosti mohou probihat nékteré dil¢i ¢innosti paralelné, vzajemné
se ovliviiuji a trvaji az do ukonceni celého projektu.

Nyni podrobnéji k jednotlivym etapam praci pfi feSeni uloh operacniho vyzkumu.

1.3.1 Formulace tilohy

Pro stanoveni podstaty problému a formulaci rozhodovaci tlohy je nutné vyjit z
podrobného rozboru situace, jehoz smyslem je:
» vymezit zkoumany systém a okoli, které mtize tento systém podstatné ovlivnit,

+ stanovit co nejpiesnéjsi diagndzu soucasného stavu,

 zjistit, zda jsou splnény zakladni podminky pro pouziti metod opera¢niho vyzkumu, t.j. hlavné
dostupnost a kvalitu informacnich podkladi, kvalifikaci pracovnikti, organizacni predpoklady,

e odhadnout efekt, ktery 1ze o¢ekavat od vysledného feSeni problému.

Predpoklady pro feSeni rozhodovaciho procesu exaktnim optimalizacnim postupem jsou
nasledujici:



+ fidici (rozhodujici) subjekt mize dospét k vyt€enému cili alespoit dvéma realizovatelnymi
strategiemi (postupy), t.j. existuje moznost alternativniho fesent,

» volbou kazdé z téchto strategii, danou kvantitativnimi charakteristikami fiditelnych
proménnych, 1ze dosahnout riznych vysledkd, pfitom alespon jeden je fidicim subjektem
preferovan,

» kazdé z moznych strategii odpovida jina pravdépodobnost dosazeni stanoveného cile.

Nutnost feSit rozhodovaci problém tedy vznika v pripadé, lze-li dospét k piedem
vytéenému cili rGznymi, rozdilné efektnimi zplisoby, pfitom nelze jednoduse urcit nejlepsi
strategii.

K vlastnimu vymezeni a k formulaci Glohy opera¢niho vyzkumu musime tedy znat:
« jaky je cil, véetné kritéria pro hodnoceni jednotlivych strategii umoznujicich jeho dosazeni,

* kdo je subjektem rozhodovani, co miize rozhodujici subjekt bezprostiedné ovlivnit, a jaké
vlivy okoli pisobi na vysledky uréenych strategii.

Stanoveni cilii a kritérii. Obecné lze tici, Ze cilem libovolného systému je jednak stabilizace,
jednak rozvoj. Stabilizace spociva v uchovani bud’ urcitych zdroji (pracovnich sil, finan¢nich
prosttedku, energie, surovin apod.), nebo urcitého stavu (Groven kvalifikovanosti pracovnich sil,
sménnosti apod.). Cile tohoto druhu piredstavuji tedy zdroje (faktory), vyuZzivané pii realizaci
jednotlivych strategii systému, t.j. vstupy ulohy.

Cilem rozvoje je zpravidla ziskani urcitych zdroji, které systém doposud nevlastni, popt.
dosazeni urcitého pozadovaného stavu (tirovné). To jsou vlastn€ vystupy ulohy.

Cile prvniho druhu lze stanovit analyzou vSech moznych feseni tlohy z hlediska jejich
realizace. Pfitom lze objevit i dal$i doposud nerespektovana omezeni na stran¢ vstupu.

Pii volbé urcité strategie musime casto kromé ekonomickych kritérii piihlizet i k
hlediskim mimoekonomického charakteru, napt. k spolecenskym, politickym nebo socialnim
aspektim.

Problémy pii volbé hodnoticiho kritéria mohou vzniknout, hledame-li optimalni strategii
jednak pro systém jako celek a zaroven pro jednotlivé jeho subsystémy. Ziejmé v takovém
pripadé nebude obecné platit, ze optimalni strategie systému a souhrn dil¢ich optimalnich feseni
pro jednotlivé subsystémy davaji stejné vysledky.

Analyza systému. Pro jednoznacné stanoveni nositele rozhodovani i odpoveédnosti za rozhodnuti
véetné jeho realizace, pro stanoveni vSech fiditelnych i nefiditelnych proménnych, je nutné
podrobné znat samotny systém, v kterém rozhodovaci proces vznik4, ale i jeho okoli. Obvykle
postupujeme takto:

» Zjistime potieby, piip. pozadavky, které systém uspokojuje ve vztahu k okoli. Napf. jedna-li
se o vyrobni podnik, stanovime trzni okoli a jednotlivé druhy vyrobku a sluzeb, které
pozaduje.

«  Urcime, jakym zpiisobem je systém informovan o vzniku urcitého pozadavku nebo potieby.
V ptipadé vyrobniho podniku pfichazi tato informace jako objednavka. Dle charakteru
konkrétni situace lze urCit napf. pocet a velikost objednavek, které prichazeji v urCitém
¢asovém intervalu, jejich rozdéleni dle oborové nomenklatury apod.

» Stanovime zpUsob registrace (evidence) informace o potfebach, které vznikaji v okoli
systému, 1 jejich tok jednotlivymi ¢lanky systému. T.j. sledujeme zptisob zpracovani téchto
informaci, napf. tfidéni, kodovani, shrnovani (agregace) atd., dale pohyb piivodni i rGznym
zpusobem transformované informace v jednotlivych subsystémech.

Soucasné sledujeme, v kterych ¢lancich systému slouzi informace jako podklad pro
rozhodnuti. Nejcast&ji je nutno na zakladé této informace obstarat zdroje, napt. suroviny, finanéni
prostfedky apod.
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Vsechny tyto informace o fungovani systému a jeho vztazich k okoli nejlépe zobrazime
pomoci grafickych schemat, doplnime vSechny podklady vyuZivané jednak pro sbér a pienos
informaci, ale i pro vlastni rozhodovani na jednotlivych stupnich fizeni.

Potom lze pfistoupit k analyze a vyhodnoceni takto zmapované situace. Ze schematu se
vypusti redundantni informace, které neslouzi jako podklad k Zz&dné Cinnosti ani rozhodnuti
uvnitt systému. Dale se zfetelné odlisi ¢lanky systému slouzici zpracovani informaci a jejich
shromazd’ovani a ¢lanky, ve kterych vznikaji rozhodnuti.

Vysledkem je takové schema, které je v podstaté jednoduchym popisnym modelem.
Znazoriiuje urCitym adekvatnim zpiisobem vSechny podstatné operace a funkce zkoumaného
systému a soucasné umoznuje vymezit nejdilezitjsi fiditelné i nefiditelné proménné, urcit, kdo
rozhoduje a jaké ma k dispozici informace v okamziku rozhodovani a pfip. objevit ty clanky
systému, které jsou rozhodujici pro tidici proces.

Pii uréeni kritéria kvality fungovani systému i pii konstrukci vlastni kriterialni funkce
vychazime z principl teorie rozhodovani. Pro volbu nejvhodnéjsiho hlediska posuzovani funkce
systému je tfeba znat i podminky, v nichZ rozhodovaci proces probiha. Obecné¢ existuji tii
moznosti - rozhodovani v podminkach jistoty, rizika a nejistoty. Podle toho rozliSujeme také tii
druhy rozhodovacich tloh:

1. Deterministicke ulohy. Vznikaji v podminkach jistoty, kdy je pfedem znamo, ze kazdé piijaté
feSeni (strategie) vede pouze k jedinému moznému vysledku.

2. Stochastické (pravdépodobnostni) ulohy. Vznikaji pti rozhodovani v podminkach rizika. V
takovych situacich nelze jednoznacné pfifadit jednotlivé strategii urcity vysledek. Zpravidla
je pouze znamo, ze volbou urcitého feseni lze dospét k riznym moznym vysledktim, pfitom
pravdépodobnosti jejich dosazeni zname nebo je muzeme odhadnout.

3. Rozhodovani v podminkach nejistoty. Jedna se o takové rozhodovaci problémy, kdy ptedem
nelze vlibec odhadnout, jaké miize mit disledky to ¢i ono feSeni, nebo ani nezndme mnozinu
moznych vysledkd.

Ulohy deterministické a rozhodovani v podminkach nejistoty lze pokladat za exterémni
ptipady uloh, ve kterych vystupuje prvek rizika. VéEtSina rozhodovacich procestt v hospodaiskych
a organizacnich systémech probiha pravé v podminkach existence rizika. Teorie rozhodovani je
v podstaté zaloZena na poznatku, ze vSechny rizikové situace maji stejnou strukturu. Rozhodujici
subjekt mlize zpravidla volit mezi n€kolika variantnimi strategiemi, které lze kvantifikovat.
Soubor vSech moznych fesSeni tvofi tzv. rozhodovaci prostor. Cilem je nalézt jednak kritéria
usnadiujici subjektu rozhodovani a jednak nalézt logické a vypocetni postupy, pomoci nichz lze
z fady alternativnich strategii zvolit tu, ktera je pro rozhodujici subjekt z hlediska zvoleného cile
nejvyhodnéjsi.

V podminkéch rizika zavisi vysledek porovnani nejen na subjektem zvolené strategii, ale
i na chovani okoli systému, t.j. na strategii okoli. Proto je snahou vytvaiet rozhodovaci funkce,
které dovoluji pfifadit kazdé kombinaci strategie rozhodovaciho subjektu a strategie okoli
pravdépodobnost dosazeni urcitého vysledku. Zpisob volby feseni se pak lisi pfedevsim podle
toho, zda-li je ¢i neni strategie okoli zavisla na strategii subjektu, ktery rozhoduje.

1.3.2 Sestaveni modelu

Obecné je model urcitou aproximaci zkoumaného systému. Smyslem modelového
zobrazeni je, aby model byl podstatnym zjednodusenim skutecnosti, ale dovoloval piitom
studium takto zobrazeného systému s dostatecnou presnosti. Rozhodujicim pro stupen
zjednodusSeni modelu je Gcel, ktery sledujeme. Na ném zavisi, co budeme pokladat za vyznamné
a co za zanedbatelné, neboli co zahrneme resp. nezahrneme do modelu. Sestaveni modelu neni v
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zadném piipad¢ jednordzovym aktem, ale spiSe procesem. Zjistime-li, Ze odchylka mezi realitou
a vysledkem pomoci modelu vypoctenym je netnosnd, musime provést v jeho konstrukci
piislusné korektury, napt. zahrneme do modelu dalsi faktory. Postup opakujeme tak dlouho,
dokud rozdil mezi teoretickym vysledkem a skute¢nosti neklesne pod ptijatelnou mez.

Klasifikace modelii. V operacnim vyzkumu nepouzivame pouze matematické modely. Podle
prostiedkll pouzitych pii konstrukci modelu rozliSujeme modely verbalné deskriptivni, fyzické,
analogové, symbolické a procedurové.

Verbalné deskriptivni modely jsou modely popsané slovy, lidskou feci. Tento zpisob
modelovani je sice bézny, nenarony a nenakladny, ale moznosti dal§iho zpracovani takového
modelu jsou omezené.

Ve fyzickych (nazornych, ikonickych) modelech jsou vSechny podstatné rysy originalu
zndzornény stejnym zpusobem, zpravidla pouze v jiném méfitku. Takovym modelem je napf.
fotografie, mapa ¢i rtuzné zmenSeniny, popf. zvétSeniny originalu. Nazorné modely maji
konkrétni charakter, nejsou vSak pfili§ vhodné k experimentovani.

V modelech analogovych se znazornuji a zkoumaji vlastnosti a chovani ur¢itého systému
pomoci vlastnosti jiného systému. Napt. hydraulickym systémem lze znazornit systém elektricky
nebo dokonce ekonomicky. Analogové modely nejsou vétSinou tak konkrétni jako nazorné
modely, l1épe se vSak s nimi pracuje.

V symbolickych modelech jsou jevy a procesy zachyceny pomoci symboll. Ze
procesy popsany matematickym jazykem, nejCastéji matematickymi vyrazy, funkcemi,
rovnicemi, ale taky grafy, postupovymi diagramy, tabulkami apod. Matematika disponuje fadou
efektivnich analytickych metod, takze matematické modely lze feSit bez zvlasté vysokych
nakladu.

Procedurové modely se vyvinuly v souvislosti se simulacnimi metodami, které jsou
soucasti operacniho vyzkumu. V téchto modelech se pouziva predem specifikovaného
symbolického jazyka, mize jim byt i néktery obecné pouzitelny ale spiSe specializovany
programovaci jazyk. Zkoumany jev se popisuje pomoci prvki tohoto jazyka ve formé
jednoduchych operaci. Tyto modely se tedy nejcastéji realizuji na pocitaci.

Dale 1ze charakterizovat modely podle toho, zda zahrnuji ¢i nezahrnuji také faktor casu,
jako dynamické resp. statické modely. Ve vétSiné modelt se ¢asovy faktor bere v uvahu, t;j.
zajima nas chovani systému v zavislosti na Case. Statické modely se pouzivaji v ptipadé, kdyz
nas dynamicka slozka jevu nezajima, nebo v piipad¢€, Ze jeji zafazeni by vedlo k neimérnym
vypocetnim komplikacim nebo netimérnym nakladim pfi realizaci modelu. Vzdy, kdyz je
pouzito statického modelu, je tfeba zohlednit tento fakt pii posuzovéani dosazenych vysledkd.

Podle typu funkéniho vztahu mezi jednotlivymi proménnymi modelu rozlisujeme modely
linearni a nelinearni.
Jestlize model postihuje jak stranku technickou (vyrobni proces), tak i chovani lidi,

nazyvame ho modelem hybridnim. Jsou to napt. modely, kdy se studuje vliv poptavky na vyrobu
a naopak chovani lidi pii spotfeb¢, ktera ovlivituje vyrobu.

Nékteré jevy nebo procesy nelze popsat funkcemi prostoru ¢i ¢asu, ale jejich chovani Ize
vystihnout jistym pravdépodobnostnim zakonem. Takové jevy maji stochasticky charakter. Tam,
kde lze vyloudit nahodné faktory, se pouzivaji modely deterministické, naopak tam, kde nahodné
faktory podstatné ovliviiuji zkoumany jev, hovoiime o modelech stochastickych. NejznamgjSimi
modely stochastickymi jsou modely hromadné obsluhy (teorie front), modely zasob, mezi
deterministické modely patfi modely linedrniho programovani, modely meziodvétvovych vztahti
(strukturalni analyza).
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V ftad¢ studii operacniho vyzkumu se postupné uziva vice druhi modeld. Verbalné
deskriptivni, ndzorné a analogové modely slouzi ¢asto k prvnimu, pfibliznému popisu realné¢ho
systému a zaroven jako vychodisko pfi konstrukci modelt symbolickych nebo procedurovych.

Zjednoduseni modelu. Jak jiz bylo uvedeno, cilem modelovani je zobrazit co nejjednodusSim
zptsobem zkoumanou realitu, pfitom toto zjednoduSeni nesmi byt na ukor kvality vysledku,
ziskaného pomoci modelu. V praxi neni vzdy snadné dospét k spravnému kompromisu mezi
témito dvéma, proti sobé stojicimi pozadavky. K dosaZeni unosného stupné aproximace
skutecnosti modelem musime plné¢ pochopit podstatu wlohy, respektovat vSechny aspekty,
ptichazejici v uvahu, vyuzivat dosavadnich zkuSenosti z aplikace metod operacniho vyzkumu a
dobfe znat popt. odhadnout i moznosti studovaného problému. Cest vedoucich k zjednodusSeni
modelu je cela fada. Uved’'me jen nejcasteji pouzivang.

Podstatného zjednoduseni se dosdhne napt. vyloucenim nebo nezahrnutim nékterych
promennych. Rozhodnuti o zahrnuti nebo nezahrnuti proménné musi pfedchazet dtikladna, napft.
faktorova analyza, aby nedoSlo k opomenuti ¢i vypus$téni takové proménné, ktera ma ve
zkoumaném systému podstatny nebo dokonce rozhodujici vliv.

Vzhledem k tomu, Ze obvykle pii feSeni konkrétni tlohy v opera¢nim vyzkumu je k
dispozici cela fada vypracovanych a jiz vyzkouSenych modelli, usnadiujeme si ¢asto praci tim,
ze aplikujeme hotovy model, aniz bychom vSak zkoumali, za jakych zjednodusujicich
predpokladti byl zkonstruovan pivodné.

Snizeni poc¢tu proménnych a tedy i zjednoduseni modelu lze dosahnout také agregaci
proménnych. Shrnovat do agregatl 1ze ovsem pouze homogenni proménné.

Jinym zpisobem zjednoduseni modelu je substituce skutecnych proménnych
aproximativnimi velicinami. Napt. ¢asto se zaménuje néktera proménna konstantou, kterou je
stfedni hodnota nahodné veli¢iny. Z diivodi matematické jednoduchosti modelu nahrazujeme v
nekterych piipadech proménné, které jsou ve skutecnosti nespojité, proménnymi spojitymi. Jindy
volime opacény postup, t.j. spojitou proménnou aproximujeme v modelu diskrétni veli¢inou.

Casto se podafi zjednodusit model tim, Ze se pozméni funkcni vztahy mezi proménnymi.
Rozsifena je napt. linearni aproximace nelinearnich funkci nebo aproximace kiivky posloupnosti
ptimek, nahrazeni ndhodnych veli¢in spojitou funkci normalniho rozdéleni.

K zjednoduseni modelu slouzi i zmény v poctu ¢i charakteru omezujicich podminek.
Nékdy se ve snaze o nejdokonalejsi formulaci modelu uvazuje ptili§ mnoho omezeni, coz vede k
vypocetnim problémim. DoporucCuje se postupné omezeni vypoustét a to tak dlouho, dokud se
nedospéje k vypocetné schiidnému feseni.

Pfi snizeni poctu omezujicich podminek tlohy ma nalezené feSeni zpravidla optimisticky
charakter, pfi zvySeni jejich poctu naopak dospivame k feSeni pesimistickému. Zména charakteru
i poCtu omezeni ma svlij vyznam i v tom, Ze umoziuje urcit hranice feSeni ulohy, t.j. odhadnout
interval, v jehoz rozmezi se vysledek pii uvedenych zménach omezujicich podminek pohybuje,
coz je obvykle cenny poznatek pro fidici subjekt.

Naplneni modelu udaji. Rizné modely jsou rizné narocné na rozsah i kvalitu vstupnich udaji.
Ziskavani, zpracovani a piiprava vstupnich udaji pro model je ¢asové velmi naro¢nou fazi praci
na feSeni tlohy opera¢niho vyzkumu. Vychozi podklady ziskavame riznymi zplisoby, nejcastéji
ze statistickych vycCerpévajicich ¢i vybérovych Setieni, z operativné technické evidence, ucetnich
dokladu, pasportd, zprav, rozborl, ale i prostiednictvim anket nebo rozhovort s ptislusnymi
pracovniky.
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1.3.3 Reseni tilohy

Po specifikaci matematického modelu ulohy a shromazdéni vstupnich udaju lze
pfistoupit k numerickému feSeni modelu. Tedy mame urcit takové hodnoty (aroven) fiditelnych
proménnych, pro které zvolen¢ kritérium optimality dosahuje poZzadovaného extrému, tj. maxima
nebo minima.

Obecny tvar matematického modelu rozhodovaciho procesu mizeme psat napf. ve tvaru:
z=f (x, y) - extrém
pfi omezenich

g(xy)z0,
kde
x je vektor fiditelnych proménnych,
y vektor netiditelnych proménnych,
z predstavuje hodnotu (uroven) kritéria optimality.

Nalézt optimalni feSeni tohoto modelu znamen4 urcit takové x (jako funkci y), pro které z
dosédhne svého extrému. K feSeni lze vyuzit pfislusné klasické matematické metody, napf.
diferencialniho poc¢tu. Metody, které umoziuji takto bezprostfedné dospét k feSeni modelu,
nazyvame deduktivni.

V fad¢ pripadl stochastickych modelt vSak nelze jednoduSe popt. vitbec vyjadfit z jako
funkci x a y a tedy ani pouzit deduktivni metody. V takové situaci je nutné pouzit uréitych
pravidel - algoritmu, ktery umozni vy¢islit o¢ekavanou troven kritéria optimality pro libovolné
napozorované soubory hodnot x a y.

Vypocetni postupy zalozené na principu postupného feSeni modelu (po etapach)
oznacujeme jako iteracni. Jejich podstata spodiva v tom, Ze vypocet zatina od nékterého,
zpravidla snadno ziskaného tzv. pripustného reseni (vyhovujici vSem omezenim modelu) a pak
se pouzije algoritmus zarucujici postupné zlepSovani tohoto na zkousku vybraného feSeni.
Prakticky to vypada tak, ze vychozi ptipustné feSeni je v dal§im kroku na zakladé mechanického
pravidla nahrazeno z hlediska cile lepSim feSenim, pfitom tento postup se opakuje tak dlouho,
dokud se nedosdhne optima. VétSina téchto iteracnich metod zaruCuje nalezeni optimalniho
teSeni (pokud existuje) v konecném poctu krokl. Existuji ale i takové iteracni algoritmy, které
jsou zalozeny na tzv. metodé pokusii a omyhi. Na zaklad¢é opakovanych pokust umoziuji sice
zlepsit feSeni, ale nezarucuji zlepSovani monotdénnim zpisobem.

Simulace. Jednou z moznosti, jak ziskat feSeni modelt operacniho vyzkumu v pfipadé, ze
selhavaji nebo jsou neefektivni analytické metody, je simulacni technika. Simulacni technika je
zaloZena na experimentovani s modelem. Nejvétsi vyznam maji simula¢ni metody ve spojeni s
matematickymi modely a vypocetni technikou, kdy simulace slouzi jako numerickd technika
hromadného experimentovani s modelem.

Vyhodou simula¢niho postupu muze byt fakt, ze lze studovat vliv vice proménnych
(netiditelnych) nez pfimo na zkoumaném systému, lze experimentovat i v podminkach, které
jeste neexistuji, testovani a vyhodnocovani je mnohem rychlejsi nez v redlném systému.

1.3.4 Ovéieni spravnosti modelu i FeSeni

Béhem celého procesu sestavovani modelu je tieba oveéfovat a vhodnym zplsobem
testovat jeho kvalitu. Po sestaveni modelu se pak prezkousi funkce modelu jako celku a to na
zaklad€ interpretace dosazenych vysledkii. Interpretace modelu a vysledkii jeho feSeni je
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opacnym myslenkovym postupem, nezli transformace skutecnosti v umély systém, t.j. model.
Ptechazime od abstraktniho ke konkrétnimu, od symbolt k realnym pojmim.

Pouzitelnost modelu v praxi ovéfujeme zpravidla jednak pomoci retrospektivniho testu,
jednak i pomoci perspektivniho testovani. V obou piipadech je cilem stanovit, jak se v priméru
zlepsi funkce modelového systému na zakladé nalezeného optimalniho feSeni a soucCasné, jaka je
stabilita tohoto feseni.

Postoptimalizacni analyza citlivosti slouzi k sledovani vlivu zmén nékterych vychozich
podminek ulohy na nalezené feSeni. Pro realizaci modelového feseni je vhodné znat predem, viici
jakym zméndm je optimalni feSeni stabilni (mnecitlivé) a naopak, které zmény vychozich
podminek zpisobuji, Ze feSeni prestava byt optimalnim, nebo Ze se méni hodnota optima.

1.3.5 Realizace FeSeni

Vzhledem k tomu, ze cilem opera¢niho vyzkumu je zdokonalené fungovani sledovan¢ho
systému, nasleduje po interpretaci implementace, t.j. realizace vysledkt feseni ziskaného pomoci
modelu. V implementaci nejde jen o akt rozhodnuti na zakladé podkladi, ziskanych feSenim
modelu. Soucasné se musi zvazit také disledky téch aspektt, které nejsou v modelu uvazovany,
predevsim faktory ovliviiujici lidské chovani.

Implementace feSeni neni jednorazovy akt, ale vétSinou je podrobné ¢asové planovano -
Fizeni implementace. Pi fizeni procesu implementace se sleduji jednak zmény systému v Case,
jednak i proces vyhodnocovani a realizace vysledkil, nebot’ i metody zavadeéni feSeni do praxe
ztraceji Casem svoji efektivnost.

1.4 OBLASTI APLIKACE OPERACNIHO VYZKUMU

Uplatnéni modelti a metod opera¢niho vyzkumu jako nastroju optimalniho rozhodovani a
fizeni v relativng stalych ekonomickych systémech a procesech je nejcastéjsi v téchto oblastech:

e dlouhodobé vyhledy a koncepce,

« stfednédobé a kratkodobé projekty,

» operativni fizeni vyroby,

e pfimé fizeni vyrobnich a technologickych procesu.

Strategické ulohy jsou charakteristické tim, Ze jejich feSeni zahrnuje dlouhy ¢asovy
horizont a tyka se zpravidla celého systému. V dlouhodobém vyhledu jde pfedevs§im o stanoveni
cile (napt. hospodaiského rozvoje) a respektovani hlavnich zajmt systému (napi. ekologicka
situace), o zasadni koncepci védeckotechnického rozvoje, vyvoje technologii apod.

Problémy fesené v stiedné a kratkodobém projektu maji charakter taktickych dilcich uloh.
Jedna se napft. o stanoveni cild a kritérii efektivnosti na krat§i Casové useky pro cely systém, ale
predevsim pro jeho jednotlivé subsystémy.

V oblasti operativniho Fizeni vyroby je cilem urychlit a zpfesnit pomoci optimaliza¢niho
modelu vydavani, kontrolu a evidenci bezprostiednich pracovnich piikazi (rozhodnuti). Jde
hlavné o metody operativniho sledovani tokiti materialu, uspokojovani potfeby, operativniho
fizeni jednotlivych subsystémi, reagovani na zmény okoli systému apod. VétSinou tyto problémy
nelze feSit pouze exaktnimi matematickymi nastroji a proto se pouzivaji ve spojeni s
osvédcenymi heuristickymi postupy.
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V posledni dobé s rozvojem vykonné vypocetni techniky se stavd béznym vyuzivani
nékterych metod a technik operacniho vyzkumu i v pfimém fizeni vyrobnich procest. Snahou je
dosahnout stabilizace fizenych procest, pripadné optimalizace nékterych dilezitych parametra.

Moznosti pouziti operacniho vyzkumu v fizeni a rozhodovani jsou rozsahlé a nejsou
jednou provzdy dané. Vzhledem k tomu, Ze operacni vyzkum je mladou védni disciplinou, ktera
se neustale vyviji a zdokonaluje i nastroje svého zkoumani, oblasti aplikace jeho metod se ¢asem
meéni, roz§ifuji. V soucasné dob¢ se napt. modely a metody opera¢niho vyzkumu staly nedilnou
soucasti tzv. systémii pro podporu rozhodovani.

1.5 METODY A PROSTREDKY OPERACNIHO VYZKUMU
Klasifikace opera¢niho vyzkumu do metodickych oblasti je nejednotnd, uved'me napf.

nasledujici se stru¢nou charakteristikou:

+ matematické programovani,

+ sitova analyza,

» modely fizeni zasob a skladd,

+ teorie hromadné obsluhy,

« optimalizace procest obnovy,

» teorie her a rozhodovani v konfliktnich situacich,

»  vicekriterialni hodnoceni variant,

» simula¢ni modely.

1.5.1 Matematické programovani

Metodami matematického programovani se rozumi obecna tiloha nalezeni maxima resp.
minima ucelové funkce

z= f()c1 ' ,...,xn),

pfi splnéni omezujicich podminek
g, (x1 3 Xy eesX, )20 i=1,2,.., m,
X; =0, j=1,2,..,n

Podle typu ucelové funkce a jednotlivych omezeni lze tulohy matematického
programovani rozdélit do dvou zakladnich skupin: na linearni a nelinearniho programovani.

Linedrni programovdni je jedna z nejrozsitenéjsich metod ze souboru optimalizac¢nich metod. Je

rovnéz zajisténo velmi dobfe i programove pro Siroky okruh pocitact. Linearni programovani lze

napf. vyuzit v nasledujicich problémech:

- sortimentni problém: jedna se o maximalizaci ur¢itého hodnotového ukazatele, napt. hodnoty

hrubé vyroby, ptfi omezujicich podminkach kapacitnich, materidlovych, z hlediska naroki na

pozadovany vyrabény sortiment vyrobkii. Maximalizuje se obvykle hodnota vyroby za urcity

¢asovy usek. Na vystupu modelu obdrzime:

a) skladbu vyroby v sortimentu pii respektovani omezujicich podminek a pii niz bude hodnota
vyroby maximalni,

b) analyzu omezeni, ktera nas informuje o rezervach nevycerpanych disponibilnich kapacit nebo
o naplnéni predpokladaného mnozstvi vyrobkd,
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¢) rozbor tzv. dudlniho feseni, které¢ vypovida o ocenéni jednotlivych disponibilit.

- optimalni délici plany: tyto plany se tykaji déleni linearniho, plosného nebo jiného materialu na
urcity pocet ¢asti (kusy) s cilem minimalizovat odpad. Vstupnimi informacemi jsou rozméry
vychozich zdrojl, rozméry pozadovanych dili a jejich pocty. Vystupem je pak optimalni plan
déleni.

- distribucni ulohy (dopravni problém, pfifazovaci problém): jedna se o specialni piipady
linearniho programovani, k jejichZ feSeni neni nutné ani vhodné pouzivat simplexové metody. U
dopravniho problému jde o optimalizaci rozvozu materialu (minimalizace nakladd na pfepravu)
od vyrobcl k zadkaznikim (od dodavateli k odbératelim) pfi splnéni pozadavkt zakazniku.
Prikladem jednoduchého distribu¢niho problému mize byt napt. rozmisténi pracovnikd na urcité
druhy prace tak, aby efektivnost rozdéleni byla maximalni, nebo ptidéleni stroji a zafizeni s
podobnym efektem atd.

1.5.2 Sitova analyza

Metody sitové analyzy jsou vybudovany na teorii grafii, teorii pravdépodobnosti a
matematickém programovani. Sitové analyzy se vyuziva pro planovani, koordinaci a kontrolu
slozitych ukolti v nejrizngjSich oblastech hospodarské cinnosti, hlavné na useku investi¢ni
vystavby, vyzkumu a rozvoje, technického rozvoje, v oblasti idrzby zakladnich fond® apod.

Zakladem sitové analyzy jsou dvé metody - metoda kritické cesty CPM (Critical Path
Method) a planovaci systém PERT (Program Evaluation and Review Technique). Tyto metody
uz v jisté zakladni podobé déavaji celkem uspokojivé praktické vysledky.

Dalsim divodem uspésnosti metod sitové analyzy je to, ze poskytlo nastroj pro tzv.
projektové planovani (projektové ftizeni), které predtim vyuzivalo metody a nastroje fizeni
vyroby. Ty jsou zaméfeny na vyrobni proces jako soubor pravidelné se opakujicich operaci,
zatimco projekty jsou chapany jako ukoly, které jsou feSeny jednorazové a z pravidla se jiz
neopakuji. Zpracovani projektd pomoci CPM nebo PERT se provadi na pocitacich.

1.5.3 Modely Fizeni zasob a skladi

Oblast zasob a zasobovani je dilezitou soucasti hospodateni a vyroby. V zasobach mutize
byt umrtveno velké mnozstvi prostfedkli. Tyto prostfedky jsou svym zplisobem zmrazené a
nepfinaseji uzitek. Na druhé strané nedostatek zasob vede ke ztratdm z deficitu. Proto se stalo
jednou z dulezitych oblasti aplikace optimaliza¢nich modeltl a metod opera¢niho vyzkumu ve
vyrobni i nevyrobni sféfe fizeni procest vytvareni, doplilovani, udrzovani a Cerpani zasob.

Problém fizeni zasob vznika tedy vzdy, kdyZz je nutné vytvofit zasobu okamzité
pouzitelného zdroje s cilem uspokojit poptavku nebo potiebu v daném ¢asovém intervalu. Rizeni
zasob zahrnuje jejich regulaci, progndzu, financovani, evidenci a kontrolu. Pfitom moZnost
regulace, ktera spociva v ovliviiovani bud’ vytvareni a doplilovani zasob nebo naopak jejich
¢erpani, je nutnou podminkou fizeni a optimalizace zasob.

Vznik a existence jednotlivych druhli zdsob méa rizné pficiny, z hlediska fidiciho
subjektu jak objektivni tak subjektivni:

* nutnost zabezpeCit nepfetrzity vyrobni proces, obecné¢ plynulé¢ fungovani jakéhokoliv
systému,

» Casovy a prostorovy (mistni) nesoulad mezi vyrobou na jedné stran¢ a poptavkou resp.
potfebou na stran¢ druhé,
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» periodi¢nost vyrobniho cyklu (napf. kvili technologii vyroby se vyrabi nejprve dva mésice
cervené dlazdicky, pak tfi mésice modré, ale protoze spotfeba je plynuld, musi byt na skladé
porad oboje),

« zvlastnost prepravy od vyrobce ke spotiebiteli (vyjimkou elektfiny a potrubni dopravy
neprobiha zadna doprava spojité),

+ rytmus vyroby jiny nez je rytmus spotieby (napf. potravinové suroviny rostou jen v urcitém
obdobi, sklizeji se pfevazné v 1été, ale potraviny se konzumuji cely rok),

» snizeni rizika neuspokojeni poptavky nebo vypadku produkce z titulu pisobeni ndhodnych
vlivt, pfip. nenadalého vyvoje ve vyrob¢, dovozu, poptavce nebo potiebe,

» ckonomické duvody - napt. pii nakupu vét§iho mnozstvi vyrobkl nebo zbozi lze ziskat slevu
v ceng, nebo lze 1épe vyuzit dopravni prosttedky a tim snizit dopravni naklady.

Podstata modelovych pfistupt k fizeni zasob (fizeni pohybu zasob) spociva v Uvaze, Ze
se zvétSovanim objemu jednotlivych polozek zasob klesaji ztraty, které vznikaji z akutniho
nedostatku zasob. Na druhé strané vsak rostou naklady na udrzovani zasob. Optimalizaci
velikosti zasob pak rozumime stanoveni takové trovné zdsob jednotlivych polozek, pii které
celkové naklady na tvorbu, udrZzovani a dopliiovani zasob, v¢etné ztrat z nedostatku zasob, jsou z
dlouhodobého pohledu minimalni. Na zakladé minimalizace nakladové kriteridlni funkce Ize
stanovit konkrétni strategii fizeni zasob, t.j. dat odpoveéd’ na otazky, kdy (jak Casto) a v jaké vysi
vytvaret nebo doplilovat zasoby.

V teorii zasob se pouzivaji nejriznéj$i matematické metody a vypocetni postupy, od
jednoduchého hledani extrému funkce jedné ¢i vice proménnych pro deterministicky model az k
dynamickému programovani nebo aparatu teorie front pro stochasticky model zésob.

1.5.4 Teorie hromadné obsluhy (teorie front)

Teorie front se pouziva pii feSeni problému resp. racionalizaci procesti s hromadnym
charakterem. S témito procesy se setkavame velmi Casto, vSe co se kolem nas d€je, ma hromadny
charakter, teorie front se vSak zabyva pravé hromadnym aspektem okolnich jevi. V hromadnych
procesech se vyskytuji proudy nejruznéjSich objektt, napf. materialu, polotovard, vyrobk,
informaci, ale i lidi apod. Tyto proudy prochazeji fadou zafizeni, od kterych vyzaduji urcitou
obsluhu v §ir§im slova smyslu, napt. materidly je tfeba pfepravovat ze skladii do vyrobnich
prostor, hotové vyrobky se distribuuji na misto spotfeby, informace je tfeba tfidit, zpracovavat,
evidovat, lidé vyzaduji urcité sluzby, napf. stravovani, doprava apod.

Na jedné stran¢ za urcitych okolnosti vznikaji pfed obsluznymi zafizenimi fronty, které
jsou pro efektivnost takového procesu vétSinou nezadouci. Na druhé strané mohou zstat néktera
obsluzna zafizeni nevytiZzena, zlstavaji v jistych periodaich v neinnosti, coz je zjevné
nerentabilni a tedy rovnéz nezadouci.

Teorie hromadné obsluhy kvantifikuje a modeluje cely proces obsluhy, studuje
zakonitosti chovani systémt hromadné obsluhy. Pochopeni podstaty teorie front pak poskytuje

vvvvvv

1.5.5 Optimalizace procesii obnovy

Teorie obnovy se zabyva odhadem vySe nékladi na obnovu objekti, které se casem
opottebovavaji. Tento odhad zahrmuje odhad rozdéleni pravdépodobnosti Zivotnosti a vypocet
predpokladaného poctu poruch béhem zivotnosti jako funkce opotiebeni souboru predmétd.
Jestlize dale jde o takové predméty, jejichz ucinnost klesa béhem jejich zivotnosti, pak odhad
vySe nakladii zahrnuje stanoveni Ciniteld, které maji vliv na navySeni provoznich nakladt, na
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zvyseni prostojii, odpadu, zmetkovitosti, na pocet oprav atd. Obecné lze charakterizovat obnovu
jako dopliiovani souboru jednotek s ubyvajicimi prvky. Reprodukéni proces neni nic jiného nez
hodnotové sledovanou obnovou procesu vyroby. Matematické modely obnovy se omezuji pouze
na popis rezimu obnovy fyzickych jednotek.

1.5.6 Teorie her a rozhodovani v konfliktnich situacich

Zakladatelem teorie strategickych her je jeden z ptednich matematikii John von
Neumann. Neékteré poznatky z teorie her lze uplatnit v oblasti prognoézovani, predev§im v
souvislosti s rozhodovacimi procesy. V obecné roviné teorie her hleda zakonitosti v oboru
cilovosti (rozhodovaci kritéria, subjektivni a objektivni hlediska rozhodovéni, preference,
ucelovost apod.), vyviji urité G¢inné postupy, napf. metodu vétveni, rozhodovaci tabulky,
rozhodovaci matice, rozhodovaci stromy.

1.5.7 Vicekriterialni hodnoceni variant

Pro feSeni problémti v ekonomickych systémech obvykle existuje fada cest, zpisobt,
variant, coz vyplyva z podstaty téchto slozitych systému. Prakticky pouzitelnych variant byva
nékdy jen pomérné malé mnozstvi. Pfednosti, které pro rozhodovani poskytuje feSeni spocivajici
ve vyhodnoceni variant, se doposud v praxi vyuziva velmi malo, zfejmé pro zna¢nou pracnost.
Pii rozhodovani slozitych ekonomickych systémd, tj. systémul s komplexnimi vazbami mezi cili,
zdroji, zajmy lidi, skupinami lidi apod., je dilezitd analyza rozhodovaciho problému, jeho
rozklad na snazsi, které se dotykaji ur¢itych homogennich aspektti rozhodovaci situace. Takovy
ptistup je do znacné miry v souladu se stylem ptirozeného mysleni, nebot’ pfi praci se slozitymi
systétmy dochazi rovnéz k intuitivnimu dekomponovani problému do riznych urovni.
Vicekriteridlniho pfistupu se pouziva pii feSeni slabé strukturovanych a nestrukturovanych
problémi.

1.5.8 Simula¢ni modely

Resime-li prakticky problém, formulujeme v urcité fazi pracovni hypotézy a zkoumame
jejich platnost. Provadime jisty experiment. Pii feSeni problémt operacniho vyzkumu
postupujeme tak, ze vytvoiime model redlného systému a experiment provadime na tomto
modelu. Vysledky experimentu na modelu pak porovnadvame s hypotézami, jejichz platnost
ocekavame.

Simulace jako nastroj opera¢ni analyzy ma ponékud $ir$i vyznam. Simulaci systému
rozumime operovani s modelem tohoto systému s cilem ziskat informace o systému pomoci
experimentd s timto modelem. V souCasné dobé je Casto simula¢ni model programem pro
pocita¢, coz umoznuje rychlé a pohodlné provadéni a vyhodnocovani experimenti. Simulace je
efektivni zptisob, jak provétit projektované systémy, plany a strategie fizeni pred tim, nez jsou
tyto zaméry realizovany.

Mezi nejznaméjsi (jednodussi) tlohy feSeni simula¢nimi postupy patii napf.:

» simulace dopravnich a telekomunikacnich systémt,

» simulace uspofadani vyrobnich technologickych linek,

» simulace chodu riznych zatizeni (trenazéry),

e simulaéni hry odvozené od chovani a vlastnosti modelovaného systému.
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2. Linearni optimalizaéni model

2.1 UVOD

Linearni optimalizacni model lze charakterizovat jako line4rni, deterministicky a
staticky, tedy predpoklada linearni zavislost parametri modelu, nezohlediuje vliv takovych
faktorti, jakou jsou nahodné veli¢iny nebo Cas. Pfes mnohd zjednoduseni je tento model ve
vétsin€ pripadl vyhovujici aproximaci skutecnosti. Lze fici, Ze napt. chyby a nepfesnosti vzniklé
pii potizovani vychozich dat mohou ovlivnit vysledek podstatnéji nez aproximace a zjednoduseni
modelu samotného.

Proces tvorby a feSeni linearniho optimaliza¢niho modelu Ize rozdé€lit do Ctyt etap, které
se lisi svymi naroky na praktické a teoretické znalosti tesiteld, podilem lidské prace v poméru k
vyuZziti vypocetni techniky.

1. etapa - deskriptivni ekonomicky model. V prvni fazi se formuluje podstata problému,
urCuje se, které stranky zkoumaného jevu jsou podstatné a které 1ze naopak zanedbat, aniz by se
ptilis zjednodusil nebo az zkreslil problém. Tato etapa je Casové ale i teoreticky velmi naro¢na,
vyzaduje spolupraci odbornikd jak ze sledované oblasti tak i z oblasti opera¢niho vyzkumu.
Dulezita je i proto, ze jako prvni rozhodujicim zplisobem ovlivni tspé$nost v dalSich etapach.
Vysledkem prvni etapy je deskriptivni ekonomicky model zkoumaného problému.

2. etapa - matematicky model. V druhé fazi se ekonomicky model pievede do
vyjadtovacich prostfedkli matematiky, t.j. formuluje se matematicky model.

3. etapa - reSeni modelu. Tteti faze ma ryze technicky charakter. Nekterou vhodnou
metodou linearniho programovani se v ni fe$i matematicky model. Vzhledem k tomu, ze feSeni
uloh linearniho programovani je dostatecné standardizovano a programoveé pokryto, v praxi se
redukuje etapa vétSinou na vybér vhodné metody a pfipravu vstupnich dat pro pocitacovy
program.

4. etapa - analyza vysledkii. Ve Ctvrté fazi se vysledky ziskané v matematickych
vyjadrovacich prostfedcich prevadi zpét do kategorii ekonomickych. DileZitou ¢asti této etapy je
rozbor vysledkii a zhodnoceni jejich praktické pouzitelnosti. Pokud se ukaze, ze vysledky feseni
nelze v praxi aplikovat, vracime se zpét k jednotlivym etapam a kontrolujeme jejich spravnost.

* Numerické feSeni modelu. Pokud feSime ulohu na pocitaci nékterym standardnim
programem, je nejcastéjsi pricinou nespravného vysledku v této etapé chyba ve vstupnich
datech, kterou program odhalit nedokaze.

» Formulace matematického modelu, ktery musi byt spravné sestaven nejen po strance
formalni, ale musi i obsahové jednoznacné odpovidat zadanému ekonomickému modelu.

+  Formulace ekonomického modelu. Pokud v predchozich bodech nebyly shledany nedostatky,
pak jsme model vyfteSili spravné po formalni strance, ale model obsahové nevystihuje
skutecnost. Ekonomicky model zfejmé nezahrnuje vSechny podstatné rysy a je tfeba ho
doplnit, resp. prehodnotit.

Schematicky cely postup aplikace ekonomického modelu znazorfuje obr. 2.1.
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2.2 OBECNY MATEMATICKY MODEL, ZAKLADNI POJMY

Obecny matematicky model problému linearniho programovani Ize formulovat
nasledujicim zptisobem:

Hledéame vektor

XOZ[xlo,xg,...,xS], (2.2.1)
ktery vyhovuje vlastnim omezenim ulohy (m < n, rovnice jsou linearn€ nezavislé),
= bl

a,x, + ayx, +...+ay,x, =b,

ayx, * apx, *...+ a,x

n

(2.2.2)
amlxl + amZ‘xZ oot amnxn = bm
podminkam nezapornosti
X 2 0 G=1,2,..,n), (2.2.3)
a maximalizuje linearni formu
z=cx te,x, +...tcx,, (2.24)
kterou oznacujeme jako ucelovou funkci.
Soustavu (2.2.2) lze zapsat rovné€Z ve tvaru linearni kombinace vektord, tj.
ax ta,x, +...+ax =b, (2.2.2a)
kde
|]llj |:| m’l |:|
0 O %) 0
ajzglzjg (—]:1’2’ ’n)’ b:[ﬂz B’
O O g} 0
@l’"] a m [
nebo v maticovém tvaru
Ax =D, (2.2.2b)
kde
Ca, a, ... a,0 Lk, U
% a a %c =
A — '21 22 ¢ 2n |:| X= 2 |:|
0. 7 0 O
[ 0 0 o
Elml am2 t amn |:| E’Fn D
Linearni formu (2.2.4) lze rovnéz zapsat ve tvaru skalarniho soucinu
Z=CX, (2.2.4a)

kde

c:[c1 R .,cn] .
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Predpokladame, Ze hodnost matice A je m.

Pripustné reseni (definice).
Ptipustnym feSenim (feSenim, piijatelnym feSenim) problému linedrniho programovani nezveme
vektor X=|x, ,xz,...,xn], ktery vyhovuje vlastnim omezenim ulohy (2.2.2) a podminkdm

nezapornosti (2.2.3).

Optimalni reseni (definice).

Optimalnim feSenim problému linearniho programovani nazveme takové pripustné feSeni, pro

které je hodnota Wcéelové funkce (2.2.4) maximalni, t.j. takové pfipustné feSeni
0_]..0 0 0 v

X —|_x1 Xy oeesX, |, 28

0 0 0
cx te,x, +...+tc,x, 2¢x te,x, +...tcx

n-n

pro vSechna pfipustna feseni X=[x1 WXy g ,xn] .

Zakladni pripustné reSeni (definice).

Zakladnim piipustnym feSenim problému linearniho programovani nazveme takové piipustné
feSeni X, které ma nejvyse tolik kladnych slozek, kolik ma tloha linearné nezavislych vlastnich
omezeni. Ostatni slozky jsou rovny nule. Vektory koeficientli v soustavé (2.2.2), které odpovidaji
nenulovym slozkam X tvoii skupinu linearn€ nezavislych vektort.

Degenerované reseni (definice).

Degenerovanym feSenim nazveme takové zakladni feSeni x, v kterém ma alespon jedna ze
zakladnich proménnych nulovou hodnotu.

Veta. Jsou-li X, a X, dv¢ piipustnd feSeni problému linedrniho programovani, pak i kazda jejich
konvexni kombinace

x = Ax, + (1-A)x,, (0<AK<])
je pripustnym feSenim.
Veéta vyslovuje fakt, ze mnozina vSech piipustnych feseni je konvexni.
Fundamentalni véta linearniho programovani. Existuje-li optimalni feSeni problému linearniho
programovani, pak existuje zakladni optimalni feseni.

Smysl véty spociva v tom, ze pokud existuje pouze jedno optimalni feSeni, pak je toto

optimalni feSeni zakladni, pokud existuje vice optimalnich feseni, pak je mezi nimi alespon jedno
zakladni, pfitom vSechna maximalizuji (se stejnou hodnotou) uc¢elovou funkei.

Prakticky vyznam je ten, ze totiz optimalni feSeni problému linearniho programovani
staci hledat mezi zakladnimi ptipustnymi feSenimi, kterych je kone¢né mnoho. Neni tedy tieba se
zabyvat mnozinou vSech piipustnych feSeni. O tuto poucku se opiraji vSechny metody feseni
problémii linearniho programovani.

2.3 APLIKACE LINEARNIHO OPTIMALIZACNIHO MODELU

Jednotlivé etapy tvorby a feSeni linedrniho optimalizacniho modelu budou nyni
rozvedeny jednak v obecné roviné, jednak pro ilustraci na velmi jednoduchém ptikladu.
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Priklad.

Uvazujme jistou vyrobni jednotku, ktera vyrabi dva druhy vyrobki 4 a B. K jejich
vyrobé potfebuje mimo jiné dvé uzkoprofilové suroviny S, S,, které vyrazné ovliviiuji vyrobu.
Celkova zasoba suroviny S, je 120 tun, S, je 132 tun. VSe ostatni potiebné k vyrobe, tj. dalsi
suroviny, pracovni sily, energie a dal$i nutné kapacity ma k dispozici v dostate¢ném mnozstvi.
Cely uvazovany vyrobni proces necht je periodicky a my uvazujeme jen o jedné period¢.
Vyrobni jednotka ma smluvniho odbératele, ktery pozaduje alespon 10 000 kusti vyrobku A4 a
5 000 kust vyrobku B, avsak je ochoten odkoupit i jakékoliv dal$i mnozstvi nad tyto minimalni
limity. Ukolem je sestavit vyrobni plan tak, aby celkové utrzena ¢astka byla co nejvyssi. Z fady
moznych feSeni tedy chceme vybrat takové, které je pro nas z urcitého hlediska nejlepsi.

2.3.1 Formulace ekonomického modelu

V ekonomickém modelu musi byt zachyceny vSechny podstatné rysy modelované
skutecnosti. Tato faze tvorby linedrniho optimalizaéniho modelu je pfedevSim zaleZitosti
odbornikl z té oblasti, jejiz model tvofime. V ramci predkladaného textu se mizeme touto fazi
zabyvat pouze po formalni, nikoliv po obsahov¢ strance. I kdyZz konkrétni napln ekonomickych
modelt je velice riiznoroda, 1ze po formalni strance vymezit spolecné rysy téchto modeld. Ptritom
musi byt ekonomicky model sestrojen tak, aby ho bylo mozné ve druhé fazi prevést do feci
matematiky a pak feSit standardnimi metodami linedrniho programovani. Pfi formulaci kazdého
ekonomického modelu postupujeme tak, ze:

» ur¢ime Cinnosti, které ve sledované skutecnosti probihaji,
« uréime podminky, které jsou nezbytné pro jejich uskute¢néni,
» stanovime cil, kterého chceme realizaci ¢innosti za danych podminek dosahnout.

Cinnosti v ekonomickém modelu nazyvame procesy. Reprezentuji konkrétni &innosti,
napf. vyroba urcitého vyrobku, nakup suroviny, uskute¢néni urcitého technologického procesu,
ujeti urCité vzdalenosti apod. O kvantech, irovnich ¢innosti mame rozhodnout, t.j. feSenim
modelu musime stanovit takové urovné procesi, abychom dodrzeli stanovené podminky a
dosahli vytceného cile.

Podminky uskutecnéni procesit nazyvame cinitelé modelu. Rozlisuji se Cinitelé na strané
vstupu, které se pii realizaci procesu spotiebovavaji, a Cinitelé na strané vystupu, které se pii
realizaci procesu produkuji. Pfikladem Cinitele na strané vstupu miize byt surovina, pracovni sila,
energie apod., Cinitelem na stran¢ vystupu je napf. vyrobek jako produkt urcitého
technologického postupu apod. Abychom mohli na zakladé ekonomického modelu formulovat
model matematicky, musime pro kazdého Cinitele definovat:

» celkovy objem cinitele (napf. zasoba suroviny v kg), v pfipad¢ Cinitele na stran¢ vstupu jde o
disponibilni objemy, v pfipad¢ Cinitele na stran€ vystupu o pozadované objemy,

» vztah Cinitele k procesim modelu, vyjadieny spotfebou (vstupujici mnozstvi) pii jednotkové
urovni procesu resp. vyjadieny vyrobou (vystupujici mnozstvi) pii jednotkové urovni
procesu.

Vztah Ciniteltl a procesi je reprezentovan jako strukturni nebo technické koeficienty.

Pozadované vysledky lze z danych omezenych zdroju ziskat uskuteénénim Cinnosti ¢i
procesti mnoha zptisoby, které lze vyjadrit jako rizné kombinace téchto ¢innosti. Navic mohou
byt kombinace ¢innosti omezeny dal$imi podminkami jiného druhu, které lze rovnéz formulovat
v ekonomickém modelu. Ukolem potom je, nalézt ze vech vhodnych kombinaci ¢innosti ¢i
procesu, tj. z téch, které poskytuji pozadované vysledky z danych zdrojti, onu nejlepsi - optimalni
kombinaci.
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Vyrazy "nejlepsi - optimalni" maji smysl pouze tehdy, je-li dano hledisko posouzeni, tzv.
kritérium optimality, které je posledni nutnou soucasti ekonomického modelu. Miuze jim byt
né&jaky vyznamny ukazatel, napf. dosazeni maximalniho zisku, minimalnich nakladt, spotfeby
urcitého zdroje, produkce zvlast pozadovaného vyrobku apod. Abychom mohli jednotliva feSeni
posoudit z hlediska kritéria (kvantifikovat), musime znat ceny procesii. Cena procesu vlastné
urcuje, o kolik se s jednou jednotkou tohoto procesu zvysi resp. snizi celkova hodnota kritéria.
Nemusi jit vécné o skute¢né ceny v penéznich jednotkach, ale napt. o pocet ujetych km, mnoZstvi
vyrobkt v kusech nebo kg.

Ptehled jednotlivych ¢asti ekonomického modelu a jejich vztaht je uveden v tab. 2.1.

Cinitelé procesy uroven
1 2 n
1- a, a, ...a, b,
2- ay Ay ... 4y, b,
< m aml amZ amn bm
kritérium ¢ C ...C max/min
n

Tab. 2.1 Parametry ekonomického modelu

Symboly v tabulce:

a. ... je spotieba (produkce) i-t€ho Cinitele na jednu jednotku j-tého procesu,
b. ... je celkovy objem i-tého Cinitele,

C, ... je cena j-tého procesu,

i=1,2,...m, j=1,2,.., n

Symbol — oznacuje Cinitele na stran€ vstupu, tj. napi. g, je pocet jednotek prvniho Cinitele
spotfebovanych na jednotku druhého procesu, symbol — oznacuje Cinitele na stran¢ vystupu, tj.
napf. a,,, je pocet jednotek m-tého Cinitele vyrobenych pfi jednotkové Grovni prvniho procesu.

Priklad - pokracovani. Formulace ekonomického modelu dle zadani.

1) V ekonomickém modelu jsou 2 procesy: vyroba vyrobku 4 a vyroba vyrobku B. Urovni
prvniho procesu je pocet vyrobenych kust vyrobku A4, Grovni druhého procesu je pocet
vyrobenych kust B. Jednotkou necht’ je 1000 kusd.

2) V dloze jsou formulovany ¢tyfi podminky, definujme tedy C&tyfi Cinitele: surovinu S,
surovinu S, (oba na strané vstupu), vyrobek 4, vyrobek B (na strané vystupu).
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2a) Jsou dana disponibilni mnozstvi surovin: pro surovinu S, 120 tun, pro surovinu S, 132 tun,
ktera urcuji omezeni na stran¢ vstupu.

2b) Jsou dana minimalni poZzadovana mnozstvi vyrobki: 10000 kusi vyrobku 4, 5000 kusi
vyrobku B, kterd znac¢i omezeni modelu na stran€ vystupu.

2¢) Z informaci uvedenych v obecném popisu ekonomického modelu nejsou uvedeny strukturni
koeficienty, tedy spotieba jednotlivych surovin pro jednotlivé vyrobky. Necht k vyrobé 1
kusu vyrobku A4 se spotiebuji 3 kg suroviny S, a 4 kg suroviny S,, na 1 kus vyrobku B se

spotfebuji 4 kg suroviny S, a 3 kg suroviny S,.

3) Kritérium optimality feSeni je celkova trzba, jejiz maximum hledame. K tomu musime zadat
ceny produktl. Necht cena 1 kusu vyrobku A4 je 78 K¢ (cena procesu 4) a vyrobku B 90 K¢.

Vztah vSech Ciniteld k jednotce procesti, objemy ¢initeld a ceny procest jsou piehledné uvedeny
v tab. 2.2.

Siniteld procesy objem
vyrobek A  vyrobek B Cinitele
S, - 3 kg/ks 4 kg/ks 120 tun
S, - 4 kg/ks 3 kg/ks 132 tun
A 1 - 10 000 ks
< B - 1 5000 ks
kritérium 78 K¢/ks 90 Ké/ks max

Tab. 2.2 Ekonomicky model feseného piikladu

2.3.2 Formulace matematického modelu

Kazdému prvku ekonomického modelu odpovida ur€ity prvek matematického modelu.
Procesu v ekonomickém modelu je v matematickém modelu ptifazena jedna promeénna. Jeji
velikost pak urcuje urovenn tohoto procesu. Je-li napf. j-tym procesem vyroba urcitého
konkrétniho vyrobku, pak x; je pocet kusi vyrobku, vyrobenych za urcité obdobi. Z vécné
interpretace procesi vyplyvd, ze musi probihat na nezdporné urovni, a tedy procesim
odpovidajici proménné v matematickém modelu musi byt také nezédporné. Pro kazdou
proménnou modelu tedy formulujeme podminku nezapornosti

X, =0, (2.3.1)

kde j O P, P je mnozina proménnych modelu.

Kazdad podminka uvazovana v ekonomickém modelu je v matematickém modelu
vyjadiena tzv. omezenim modelu ve form& nerovnosti nebo rovnice. Levou stranu nerovnosti
pfredstavuje spotieba resp. vyroba Cinitele (podle typu Cinitele) jako linearni funkce proménnych
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se strukturnimi koeficienty, prava strana reprezentuje celkové objemy Cinitele. Lze tedy i-té
omezeni modelu obecné vyjadiit ve tvaru

a,x, +a,x, +...+a,x, Rb,, (2.3.2)

a; ... je strukturni koeficient vyjadfujici spotiebu (produkci) i-tého Cinitele na jednu jednotku

Jj-tého procesu,
b ... je absolutni ¢len urcujici celkovy objem i-tého &initele (disponibilni nebo pozadované
mnozstvi),

R ... jeden z rela¢nich vztahll <, =, =,
i=1,2,..,m, j=1,2, .., n

Kritérium optimality je v matematickém modelu vyjadieno ucelovou funkci

z=c¢x te,x, +...t+tcx (2.3.3)

n"’n %

kde

¢; ... je cenovy koeficient, ktery urcuje prispévek jednotky j-t€ho procesu (resp. proménné x ;)

k hodnoteé Ucelové funkce.

V tab. 2.3. je znazornén vztah mezi jednotlivymi ¢astmi ekonomického a matematického
modelu.

Ekonomicky model Matematicky model
j-ty proces podminka nezépornosti x ; 20
n
¢initel b, na strané vstupu omezeni z a;x ; <b
J
n
¢initel b, na strané vystupu omezeni z a;x ;2b,
J
cil ¢innosti ucelova funkce

Tab. 2.3 Vztah ekonomického a matematického modelu

Priklad - pokracovani. Sestaveni matematického modelu.

1) Sestavme proménné modelu. Dvéma procesim v ekonomickém modelu odpovidaji dve
proménné:
- proménna x,, kterd je rovna poctu vyrobenych 1000 kusti vyrobku A4,
- proménna x,, kterd je rovna poctu vyrobenych 1000 kust vyrobku B.

Pro tyto proménné plati podminky nezépornosti

X, 20,
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X, 20.

2) Velikost proménnych x, a x, se neméni libovolng, ale pohybuje se v urcitych mezich, které
jsou dany kvantitativnimi vztahy mezi Ciniteli a procesy modelu. Tyto kvantitativni vztahy
budou vyjadieny v omezenich modelu podle (2.3.2). Ekonomicky model ma ¢tyfi Cinitele,
matematicky model ma tedy ¢&tyfi omezeni. Prvni dvé omezeni vyjadiuji vztah mezi
spotfebou a zasobou surovin. Na 1 kus vyrobku 4 se spotfebuji 3 kg suroviny S, tedy na x,
kusu se spotfebuje 3x, kg suroviny S, a analogicky pro vyrobek B. Celkova spotieba
suroviny S, nesmi pfesahnout jeji zasobu, tj.

3x, + 4x, <120.
Podobné plati pro surovinu S, nerovnost

4x, +3x, <132.
Dalsi dv€é omezeni jsou na strané vystupu a udavaji minimalni pozadovanou produkci
vyrobkil 4 a B, tj. dolni mez obou proménnych :

X, =10,
X, 2 5.

3) Formulovana soustava nerovnosti modeluje matematicky podminky c¢innosti vyrobni
jednotky, kazda dvojice hodnot x,, x,, kterd vyhovuje témto nerovnostem, piedstavuje jisty
realny vyrobni plan. Napt. hodnoty x,=15, x,=10 vyhovuji danym podminkdm, zatimco
hodnoty x,=25, x,=15 predstavuji nerealny plan, na ktery nestaci kapacity. Ze vSech
moznych redlnych planti vybereme ten, pro ktery je celkova trzba vyjadiena ucelovou funkci

z=78x, +90x,

maximalni.

2.3.3 Reseni modelu

Existuje fada metod pro feSeni linearnich optimaliza¢nich modeld. Specidlni metodou pro
feSeni pouze nejjednodussich uloh linearniho programovani je graficka metoda. Jeji praktické
pouziti je velmi omezené, protoze fesi pouze ulohy velmi malého rozsahu. Lze vSak na této
metodé ilustrovat postup pfi feSeni linearnich optimaliza¢nich modelt a pojmy pouzivané v
dal$im textu. Standardnimu numerickému feSeni tlohy linearniho programovani bude vénovana
zvlastni kapitola.

Pro grafické feSeni v roviné formulujme tlohu lineadrniho programovani, kterda ma dveé
proménné a m vlastnich omezeni:

a; % +a% RN, (2.3.4)
X, 20, (2.3.5)
Z=CX +GCX, — max/min, (2.3.6)

kdeRje<, =2, i=1,2,...,m.

Omezeni lze znazornit v 1. kvadrantu soufadnicového systému os x,, x, a nalézt zde
extrém ucelové funkce (2.3.6).
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Definujme pro tuto ulohu vektor x = [)c1 , X, ], ktery je pripustnym feSenim ulohy, jestlize

jeho soutadnice vyhovuji nerovnostem (2.3.4) a (2.3.5), a je optimalnim feSenim, jestlize jeho
soutfadnice vyhovuji nerovnostem (2.3.4) a (2.3.5) a maximalizuji resp. minimalizuji hodnotu
ucelové funkce (2.3.6).

Pii grafickém feSeni hleddme mnozinu pfipustnych feSeni, a na ni feSeni optimalni,
nasledujicim zptisobem:
a) v soufadnicovém systému graficky znazornime poloroviny odpovidajici nerovnostem
modelu, resp. piimky odpovidajici rovnicim,
b) nalezneme priinik téchto mnozin v 1. kvadrantu (t.j. pro nezaporné x,, x,),

c) ucelova funkce je zndzornéna siti rovnobézek; hleddme-li maximum ucelové funkce, je
optimalni feSeni v bod¢ dotyku tucelové funkce mnoziny ptipustnych feSeni shora, hledame-li
minimum, je optimalni feSeni v bod¢ dotyku zdola.

Priklad - pokracovani. Grafické feSeni matematického modelu.

a) Zvolime soufadnicovy systém s 4x, +3x, <132
osami Xx,, X, a Vv ném k
znazornime nerovnosti x, 210
4’
3x, +4x, <12C z,
4x, + 3x, <132 )
X 2 10 z, 2,22952 (max)
X, > 5
b) Najdeme prinik vsech \
polorovin v 1. kvadrantu. X | \
¢) Znazornime G¢elovou funkei S\ -
N N RN A x,25
z =78 +90x, T
siti rovnobézek a najdeme tu z [0.0] X 2\
nich, ktera se dotykd mnoziny 3x, +4x, <120

ptipustnych feSeni. Z grafu 1ze odecist optimalni feseni, které je reprezentovano bodem X =
[24, 12]. Vektor optimalniho feSeni je tedy x = [24, 12] a maximum z = 2 952.

2.3.4 Ekonomicka interpretace feSeni

Resenim matematického modelu ziskame vysledky, které je tieba pievést zpdt do
kategorii ekonomického modelu a analyzovat, do jaké miry odpovidaji pozadavkiim praxe.
Vzhledem k tomu, Ze analyza vysledki pfesahuje ramec tohoto uc¢ebniho textu, 1ze ukazat pouze
schematicky ekonomickou interpretaci, ktera vychazi ze vztahu:

urovern procesu v ekonomickém modelu < velikost promenné v matematickém modelu.

Priklad - pokracovani. Interpretace vysledku feSeni.

Z vektoru optimalniho feSeni x = [24, 12] vyplyva, ze Groven prvniho procesu je 24,
urovenn druhého procesu je 12. Pro vyrobni jednotku je tedy nejvyhodnéjsi vyrabét 24 kust
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vyrobku 4 a 12 kusti vyrobku B. Maximalni velikost trzby, kterou lze za téchto podminek
dosahnout, je 2952 K¢.

Matematicky model, ktery byl sestaven a feSen v piedchazejicim textu, se zabyval
stanovenim urovné procest popsanych v ekonomickém modelu. Kromé této otazky lze fesit na
zaklad¢ zadanych parametri ekonomického modelu jesté jiny dopliikovy problém. Ten se zabyva
stanovenim ceny, kterou v modelové situaci maji ¢initelé modelu.

Priklad - pokracovani. Zadani dopliikového problému.

Uvazujme situaci vyrobni jednotky, kterd ma napf. momentdlni problém s odbytem
vyrobku a které zakaznik nabidl, ze odkoupi jeji zasobu suroviny S, a S, za takovou cenu, aby
celkova Castka byla minimalné rovna predpokladané trzbé za prodané vyrobky A4 a B, tj. za
takovou cenu, aby vyrobni jednotka neutrpéla ztratu.

Pro jednoduchost upustime od podminek minimalni produkce vyrobki 4 a B, protoze uz
nezkoumame procesy produkce, t.j. vynechame omezeni na strané¢ vystupu. Uvazujeme tedy
model

3x, +4x, <12C
4x, + 3x, <132
X, 2 0
X, =2 0
z=78x +90x, - max.

(2.3.7)

Stanovme obecné cenu, za kterou by vyrobni jednotka prodala 1 kg suroviny S, a S,.

Reseni.

Hledanou cenu za jednotku suroviny S, oznaéme symbolem #,, cenu za jednotku S,
symbolem u,. Je-li cena za 1 kus vyrobku 4 78 K¢, pak suroviny obsazené v 1 kusu tohoto
vyrobku musime prodat alespon za tuto cenu. To vede na omezeni pro u, a u,:

3u, +4u, 278

Podobna tivaha pro cenu 1 kusu vyrobku B a cenu surovin v ném obsaZenych dava omezeni

4u, + 3u, = 90Q.
Z interpretace u, a #, vyplyvaji podminky nezapornosti pro proménné u, a u,.

Zformulujme ucelovou funkci nového modelu. Z hlediska kupujictho bude ziejme
unosna takova cena, ktera neporoste neomezen€. Ozna¢me celkovou sumu za prodej surovin f.
Pak bude realna ucelova funkce

f =12Q, +1321, - min.
Resenim matematického modelu
+ =7
ah + 290 @
u,20,i=1,2
f =12, +132A1, - min.

(napt. grafickou metodou) obdrzime vektor optimalniho feSeni u = [18, 6]. Tedy minimalni cena,
za kterou lze prodat 1 kg suroviny S, je 18 K&, cena za 1 kg suroviny S, je 6 K¢&. Celkovy vynos
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pti takovém prodeji je 2 952 K¢, tj. stejny jako trzba z prodeje 24 kusi vyrobku A4 a 12 kusi
vyrobku B.

Model (2.3.7) pro optimalizaci procest vyroby A a B nazyvame primarnim modelem,
model (2.3.8) pro ocenéni Cinitell modelem dudlnim. Dualn¢ sdruzené tlohy budou predmétem
zajmu kapitoly 2.6.

2.4 FORMULACE TYPICKYCH MODELU ULOH LINEARNIHO
PROGRAMOVANI

Metody linearniho programovani se vyuzivaji v fadé ekonomickych oblasti k feSeni
problémil, které se svou slozitosti i konkrétnim obsahem znacné 1i8i. Proto existuje i fada riznych
modeld uloh linearniho programovani. Formulace modelu je tviréi prace, pti které je tieba brat v
uvahu specifické rysy dan¢ho problému, a nelze proto sestavit jakysi obecny algoritmus tvorby
modelu (na rozdil od numerického feseni modelu). Cennou pomtickou v§ak mohou byt modely
nékterych vybranych typickych problémd, které jiz byly metodami linearniho programovani
feSeny a které se v praxi v riznych variantach a kombinacich nejcastéji vyskytuji. Napi. modely
tzv. kapacitnich problémi vyrobniho programovani, ulohy fezné (krajeci), tj. ilohy o optimalnim
déleni materialu, tlohy sméSovaci a ulohy distribu¢ni. Jednotlivé typy tloh budou postupné
predstaveny nejdiive v obecné (symbolické) formé, pak na konkrétnich ptikladech. Pro ilustraci
jsou tmyslné voleny velmi jednoduché az trividlni problémy a tulohy, jejich smyslem je vSak
ukdzat, jak ze slovn€ popsané ekonomické ulohy zformulovat matematicky model.

2.4.1 Kapacitni problémy
Kapacitni problémy modeluji a fesi takové situace, kdy pfi limitujicich mnozstvich
nékterych kapacit, jako jsou napf. suroviny, disponibilni ¢asovy fond strojd, pracovni fond
zaméstnancd, energie, financni prostfedky, se ma dosahnou splnéni urcitych pozadavkd, napft.
vyrobenych pfedméti tak, aby stanoveny ukazatel, napi. hruba produkce, zisk, odbyt, naklady
apod. dosdhnul maxima resp. minima.

Kapacitni problémy lze dale rozdélit na problémy s danou strukturou sortimentu, se
stanovenym pomeérem vyrobkil nebo s tzv. zpétnou vazbou, kdy se n¢které z produkovanych
vyrobktl pouzivaji jako polotovary pro jiné vlastni vyrobky.

Pii obecné formulaci optimalizacniho modelu vyrobni struktury ptfedpokladame, ze
mame k dispozici m druhl zdroji (vyrobnich &initeld) v mnozstvich 4,b,,...,b, , které se
spotfebovavaji na vyrobu n druhi produkce zkoumané vyrobni jednotky. Vztahy mezi procesy a
Ciniteli jsou zadany matici A = {aii }, jejiz prvky charakterizuji normu spotieby i-tého zdroje na
jednotku j-tého druhu vyrobku (j =1, 2, ..., n).

Efektivnost vyroby jednotky j-t¢ho druhu vyrobku je charakterizovana ukazatelem c;,

ktery mtze vyjadfovat zisk, cenu, objem produkce a dalSi ukazatele charakterizujici vynos ¢i
efekt nebo také naklady, pracnost, spotiebu apod.

Za predpokladu linearity v pfislusnych zavislostech je tfeba nalézt vyrobni program s
maximalni celkovou efektivnosti vyroby (optimalni sortiment vyroby).

Matematicka formulace.

Oznacéime-li mnozstvi jednotek produkce j-tého druhu vyrabénych zkoumanou vyrobni
jednotkou jako
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X, (=12, n),

lze matematicky model ulohy formulovat nasledujicim zptisobem.

Maéame nalézt maximum linearni funkce

n
z = chxj
Y&

za podminek

n
zal.jxj <b, i=12,..,m,
&

x; >0,j=12,..n

Krom¢& omezeni tykajicich se zdroji a spotieby vyrobnich ¢initeld mize byt model
doplnén o dodate¢na omezeni tykajici se planu a pozadavki na mnozstvi vyrabéné produkce,

sortimentu, kompletovani hotovych vyrobkd, navaznosti technologickych procest atd.

Priklad 1.

Vyrobni jednotka vyrabi 4 druhy vyrobku - V|, V,, V5, V,. K tomu disponuje urcitymi
nezbytnymi kapacitami. Z nich vyberme jen ty, které jsou omezujicimi. Necht jsou jimi
disponibilni mnozstvi surovin S, S,, S; a ¢asovy fond vyrobnich délnikti /. Ostatni faktory
nejsou limitujici. Jsou stanoveny spotieby surovin a casového fondu na jednice vyrobkt, jejich
disponibilni mnozstvi a ceny jednotlivych vyrobki. Pro sortiment vyroby neni zadné vnéjsi
omezeni. Hledejme takovou strukturu vyroby, aby celkovy objem produkce byl v penéznim
vyjadieni maximalni.

Reseni.
Faktor Spotieba na vyrobek Disponibilni
v v, v, v, objem
S, 6.2 6.4 1.9 29 7200
S, 3.1 3.3 1.5 1.2 3300
S, 5.1 4.2 6.3 0.7 5600
F 0.8 1.9 2.1 23 2000
Cena 15 15.2 12.1 8.9

Tab. 2.4 Ekonomicky model piikladu 1.

Sestavili jsme tabulku ekonomického modelu.
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Nejprve ureme zpiisob méfeni procesit (vyroby). Vyrabime vyrobky Vi, V,, V5, V,, zvolme
proto proménné x,, x,, X,, X,, které necht’ méfi objem jednotlivych vyrobki (pocet kusi).

Dale vyjadfeme omezujici podminky pro limitujici kapacity, t.j. tfi druhy surovin S, S,,
S, a Casovy fond pracovniku F.
Bude-li se realizovat vyroba vyrobku V| na trovni x,, ¥, na urovni x, apod., pak vyraz
6.2x, + 6.4x, +1.9x; +2.9x,
charakterizuje celkovou spotiebu suroviny S, ktera nesmi piekrodit zasobu 7200. Tedy
6.2x, + 6.4x, +1.9x; +2.9x, <7200.
Obdobné pro dalsi suroviny a ¢asovy fond formulujme omezeni
3.1x, +3.3x, + 1L.5x; + 1.2x, <3300

S5.Ax, +4.2x, +6.3x; +0.7x, <5600

0.8x, + 1.9x, + 2.1x; +2.3x, <2000

Proménné x,, x,, x5, x, charakterizuji objem vyrobené produkce V|, V,, V5, V,, musi
tedy splnovat podminky nezapornosti, vyjadiené nerovnostmi

x, 20, j=1,2,3,4.

Nakonec zformulujme podminku, aby vysledna produkce v penéznim vyjadfeni byla
maximalni. Tento ukazatel je zfejmé charakterizovan vyrazem

I5x, +15.2x, +12.1x; +8.9x,.

Protoze pozadujeme maximalni produkci, doplnime model o tuto linearni funkci, jejiz extrém
(konkrétn¢ maximum) hledame

z =15x, +15.2x, +12.1x, +8.9x, ... max.

Prvni skupinu podminek oznaCujeme jako vlastni omezeni, druha skupina je podminka
nezépornosti a funkci, jejiz extrém hledame, nazyvame tucelovou funkci.

Matematicky model ulohy tedy formulujeme nasledovné :
Hledame nezaporny vektor

X = [xl,xz,x3,x4],
ktery vyhovuje nerovnostem

6.2X, + 6.4x, + 1L9x, +2.9x, <7200
3.1x, + 3.3, + L.5x; + 1.2x, <3300
5.1x, +4.2x, +6.3%, +0.7x, <5600
0.8x, + L9x, + 2.1x, + 2.3x, <2000

a maximalizuje Gcelovou funkci
z =15x, +15.2x, +12.1x, +8.9x,.

Tato typicka kapacitni tloha mtze byt modifikovana urcitymi sortimentnimi pozadavky.
Napi'. mize byt doplnéna podminkou, Ze vyroba vyrobku V; a V, ma byt v poméru 1 : 2. Takovou
podminku lze vyjadiit rovnici
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1

X, = Exz resp. x, — 0.5x, =0.
Obecné lze vyjadfit podminky pro slozeni vyroby celkem s rGznych vyrobki, jejichZz objem
vyroby ma byt v poméru k, : k, :...: k_, soustavou s-1 omezeni ve tvaru

X o0y, s,

K I§+1

Dalsi castou modifikaci kapacitniho problému je ptipad, kdy cast produkce se pouZzije
jako polotovar pro jiny vyrobek vlastni produkce a ¢ast se realizuje jako finalni vyrobek.

Priklad 2.

Vyrobni jednotka ma dva provozy, v prvnim se vyrabi vyrobek V,, ktery je ¢astecné
polotovarem pro druhy provoz, ktery vyrabi vyrobek V,. Vyroba je omezena pouze uréitym
disponibilnim mnozstvim suroviny S. Pozadavek na vyrobu je limitovan pouze u vyrobku V/,
ktery je soucasné polotovarem pro druhy vyrobek. Vzhledem k tomu, Ze sledujeme prvek, kdy
jeden vyrobek je polotovarem pro druhy, dalsi omezeni neuvazujme. Ukolem je stanovit takovy
vyrobni program, ktery by zabezpecil maximalni odbyt. Strukturni koeficienty, disponibilni
mnozstvi a ceny jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

surovina spotfeba na jedn. vyroby disponibilni minimalni
polotovar v, v, mnozstvi odbyt
S 5 2 3000 -
v, - 1 - 250
cena 5 10 - -

Tab. 2.5 Ekonomicky model piikladu 2.

Reseni.
Objem produkce vyrobku V,, V, ozna¢me x,, x,.
Uloha mé dvé omezeni. Prvni charakterizuje rozd&leni spotieby suroviny S mezi vyrobky V,, V,

5x, +2x, <3000.

Druhé vyjadfuje vztah mezi vyrobou, spotiebou a odbytem polotovaru V,
x, —x, 2250.

Pokud kritériem optimalizace struktury vyroby je pené¢zni ukazatel produkce, pak ucelova funkce
z, = 5x,; +10x,

predstavuje ukazatel hrubé produkce, protoze hodnota vyrobku V| je zapocitavana dvakrat.

Chceme-li optimalizovat strukturu vyroby podle ukazatele odbytu, je tfeba odecist
spotiebu vyrobku ¥, na vyrobu V,. Tedy

z, = 5()c1 —xz) +10x, = 5x, + 5x, .
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Matematicky model ulohy lze tedy zformulovat takto:
Hledédme nezaporny vektor
X = [xl,xz],
ktery vyhovuje nerovnostem
5x, +2x, <3000
x, — x, =2 250
a maximalizuje tcelovou funkci
z =5x, +5x,.
Obecné Ize vyjadfit vztah mezi vyrobou, spotiebou a odbytem, jestlize x , je vyroba p-

t¢ho vyrobku, a, norma spoteby p-tého polotovaru na j-ty vyrobek a bp pozadavek na odbyt p-
tého vyrobku omezenimi

x, —(a,x, +a,x, +... ta,x,) 2b,.

Ur¢itou modifikaci feSeni kapacitni ulohy v pfipad¢€, kdy ¢ast produkce je pouzita jako
polotovar pro jinou ¢ast produkce. Modifikovany postup spociva v pfesunu vice tvirci ¢innosti
do ekonomického modelu, vytvoreni matematického modelu je pak viceméné rutinni zalezitosti.

Priklad 3.

Formulujme ekonomicky a matematicky model tlohy o vyrobnim programu. Vyrobni
jednotka vyrabi 4 druhy vyrobkd, pfi jejich vyrobé spotfebovava surovinu S, které ma k dispozici
omezené¢ mnozstvi 1400 t, a vyuziva strojni zafizeni Z s omezenou kapacitou strojového Casu
1200 hod. Dalsich zdroji méa podnik k dispozici dostatené mnozstvi. Spotfeba suroviny S v
tunach je pro jednotlivé vyrobky postupné 2, 1.5, 2, 0, potfeba strojniho ¢asu v hodinach je 1.5, 0,
2, 2.5. Odbytové ceny v K&/t jsou postupné pro V, az ¥, 300, 600, 1000, 3000. Vyrobky V|, V,
jsou polotovary pro vyrobu V,, V5, V,, ale mohou byt prodavany i jako finalni vyrobky. Vyrobku
V| se spotiebuje jako polotovaru v mnozstvi 0.5 t pti vyrobé V', a 1 t pti vyrobé V,, vyrobku V, se
spotfebuje 0.5 t pro V5 a 2 t pro V. Stanovme optimalni vyrobni program tak, aby odbyt zavodu
byl maximalni.

Resen.

Do vyroby vstupuji 4 zdroje (surovina S, zafizeni Z, vyrobky V, a V', jako polotovary) a
vystupuji ¢tyfi vysledky (vyrobky V|, az V,). Vyrobky V, a V, jsou Ciniteli vstupujicimi i
vystupujicimi. Vyrobni procesy definujeme jako v pfedchozich ptikladech - prvni vyrobni proces
je vyroba vyrobku V|, atd. Kazdy jednotlivy proces vyrabi pouze jeden vyrobek a zadny vyrobek
se nevyrabi ve vice nez jednom procesu (vzajemné jednoznaéné prifazeni proces - vyrobek).

Proti ptedchozim ptipadim je zde ponékud komplikovangjsi zavislost mezi vyrobnimi
procesy. Bude proto vhodné odlisit koeficienty vstupu od koeficientl vystupu znaménkem ('+'
vstup, '-' vystup). Pfi jednotkovych urovnich procest vstupuji (+) a vystupuji (-) mnozstvi
¢initeld dle tabulky 2.6.

V poslednim tadku tabulky jsou koeficienty vystupu, které vyjadfuji jednotkovy piinos
procest k hodnoté odbytu, ktery je kritériem optimality problému. Jsou vypocteny tak, ze v
kazdém procesu jsou ocenény odbytovymi cenami vstupujici a vystupujici vyrobky a ceny jsou
secteny. Ceny vyrobkll lze povazovat za ekonomickou charakteristiku vystupu brutto,
charakteristikami netto jsou pak uvedené koeficienty jednotkového piinosu k hodnot¢ odbytu.
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1 2 3 4 cena disp.
S[t] 2 1.5 2 0 1400
Z[hod] 1.5 0 2 2.5 1200
v, -1 0.5 0 1 300
v, 0 -1 0.5 2 600
v, 0 0 -1 0 1000
v, 0 0 0 -1 3000
odbyt[K¢] -300 -450 -700 -1500

Tab. 2.6 Ekonomicky model piikladu 3.

Napt. interpretace pro tieti proces je nasledujici: pfi jednotkové Grovni tietiho procesu se
vyrobi 1 t vyrobku V; v hodnoté¢ 1000 K¢, zaroveni se vSak spotiebuje 0.5 t vyrobku V, (600
K¢&/t), které by se dalo prodat za 300 K¢&; skuteény piinos jednotkové trovné tietiho procesu k
hodnoté odbytu je tedy pouze 700 K¢.

Formulace matematického modelu.
Hledany vyrobni program je urcen ¢tyimi veli¢inami, které vyjadfuji Grovné Ctyt procest
V., V,,V;, V,. Potiebujeme tedy ¢tyii proménné x,, x,, X5, X,.

Prvni dv€ omezujici nerovnosti vyjadiuji omezeni ve spotfebé kapacity suroviny S a
strojniho zafizeni Z:

15x, + 2%, + 2.5, <1200
2X, + 15X, + 2x, <1400
kde na pravé stran¢ je disponibilni mnozstvi suroviny, resp. kapacita strojniho zafizeni, na levé

stran€ jsou kapacity suroviny a strojniho zafizeni potfebné pro realizaci vyrobniho programu.

Dalsi dvé nerovnosti musi vyjadfovat potiebnou relaci mezi vyrobky V,, V, jako
polotovary a ostatnimi vyrobky. Na levé strané prvni nerovnosti je spotfeba vyrobku V| jako

polotovaru na vyrobu vyrobki V, a V,, na pravé strané je jeho vyroba. Podobné pro druhou
nerovnost. Piivodni tvar nerovnosti

0.5x, + X, <X,
0.5%;, + 2X, < X,

pfevedeme na nerovnosti se viemi proménnymi na levé strané a absolutnim ¢lenem na strané
pravé.

Ucelova funkce musi vyjadiujici odbyt v K& jako funkci proménnych x,, x,, X5, X4,
nebot’ odbyt je kritériem pro vybér optimalniho vyrobniho programu. Celkovou hodnotu odbytu
vyjadiuje funkce z:

z =300x, +450x, +700x; +1500x,.

Hodnota odbytu mé byt maximalni.
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Matematicky model l1ze tedy vyjadfit nasledovné:

Hledédme nezaporny vektor
X = [xl,xz,x3,x4],

vyhovujici podminkam

L.5x, + 2x; +2.5x, <1200
2x, + L5x, + 2x, <1400
-x, +0.5x, + x, < 0

-x, +0.5x; + 2x, < 0
a maximalizujici funkci

z = 300x, +450x, +700x, +1500x,.

2.4.2 SméSovaci problémy

Dal$im typem uloh linedrniho programovéani jsou sméSovaci ulohy, v nichz jde o
stanoveni smési pozadované kvality bud’ s minimélni nebo s maximalni hodnotou stanoveného
ukazatele, napf. nakladl. Typickymi sméSovacimi problémy jsou tzv. nutricni (vyzZivovy)
problém, ktery tesi nejvhodnéjsi skladbu potravy s potfebnym mnozstvim jednotlivych nutri¢nich
slozek ve straveé (zivin, vitamint, mineral) pfi minimalnich nékladech na pofizeni jednotlivych
slozek, nebo problém optimalni vsazky do pece, stanoveni benzinu s pozadovanym oktanovym
¢islem apod.

Uvazujeme n produktli, z nichz je tfeba vytvofit za predpokladu riiznych proporci razné
smési. Kazdy produkt a tedy také jejich smés obsahuje m latek.

Necht’ a; predstavuje mnozstvi i-té latky (i = 1, 2, ..., m), které je obsaZeno v jednotce j-

tého produktu (j = 1, 2, ..., n) a @, mnozstvi i-té latky v jednotce vysledné smési. Predpokladame
linearni zavislost mezi a; a ;. Jestlize smés obsahuje x ; jednotek j-teho produktu, pak

n
a = Za[jxj.
el

Necht’ ¢isla ¢, ¢,,...,c, charakterizuji cenu, vahu, kalorickou hodnotu apod. jednotky
J-tého produktu, ¢isla b, b,, ..., b, pfedstavuji minimalné nutny obsah i-té latky v dané smési.

Je tieba urcit takové slozeni smési (tj. ¢isla x,,x,,...,x,), pfi kterych by celkova cena
byla minimalni (nebo jina celkova charakteristika byla nejlepsi).

Matematicka formulace.

Nalézt maximum (minimum) linearni funkce

n
z = z X,
Jj=1

za podminek
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Priklad 4.

Je tfeba stanovit nejlevnéjsi slozeni davky krmné smési pro dribez tak, aby hmotnost
davky byla alespon 1 ¢, obsahovala alespon 60 $krobovych jednotek, 21 kg bilkovin a nejvyse
15% hrubé vlakniny. V tabulce jsou uvedena krmiva, ktera jsou k dispozici, jejich ceny a obsah
Zivin.

Obsah ve 100 kg
Krmiva bilkoviny Skrob. jedn. vlaknina Cena K¢/1q
Melasa 3 48 - 60
Susené tizky fepné 4.5 51 17 20
JeCmen 8 71 4.5 118
Oves 9 64 10 108
Kli¢ené Zito 11 54 6.5 125
Kli¢ena pSenice 11.5 48 10 125
Repkovy srot 30 54 12.5 110
Sojovy srot 45.5 72 6 190

Tab. 2.7 Ekonomicky model piikladu 4.
Reseni.

Definujme hospodaiské procesy modelu jako nakup uréitého druhu krmiva a jeho pouziti
pro krmnou smés. Ciniteli téchto procesti jsou jednak sama nakupovana krmiva, vyjadiovana jak
v hmotnostnich tak v hodnotovych jednotkach, a jednak ziviny obsazené v krmivech — bilkoviny,
Skrob, vldknina. Rozd¢leni Cinitelll na vstupujici a vystupujici neni v tomto modelu vyznamné a
je do zna¢né miry sporné. Napf. miizeme povazovat ziviny za vystupy, ostatni ¢initele za vstupy.

Proménné modelu x ;, (j = 1, 2, ..., 8) budou reprezentovat urovn¢ jednotlivych procesi
métené ve 100 kg mnozstvich nakupovanych (a sméSovanych) krmiv.

Omezeni na celkovou hmotnost davky krmné smési, ktera nesmi klesnout pod 100 kg, 1ze
vyjadfit nerovnosti:

X, tx, +x; +x, +x; +x, tx, +x, 21,
omezeni na minimalni celkovy mnozstevni obsah Skrobovych jednotek:
48x, + 5lx, + 7Tlx; +64x, +54x; +48x, +54x, +72x, 260,

omezeni na minimalni mnoZstevni obsah bilkovin:

38



3x, +4.5x, +8x; +9x, +1lx; +115x, +30x, +45.5x, =21,
a omezeni na maximalni pomérné zastoupeni vlakniny:
17x, + 4.5x, +10x, +6.5%; +10x; +125X, +6X; <
SIX + X% X +X t X Xt X tX)
(prava strana nerovnosti musi byt rovnéz v 100 kg).
Upravou posledni nerovnosti dostaneme
—-15x, +2x, —10.5x; —5x, —85x; —5x, —2.5x, —9x; <0.

Ucelova funkce bude vyjadfovat celkové naklady v K& na krmnou davku. Tyto naklady
musi byt minimalni:

z =60x, +20x, +118x; +108x, +125x, +125x, +110x, +190x, ... min.
Matematicky model:

Hledame nezaporny vektor x :[xl,xz,x3,x4,x5,x6,x7,x8],

ktery vyhovuje podminkdm
x+ x,+ X+ ox,+ oxg + X, +  ox, + xg =2 1
48x, + Slx, + Tlx; + 64x, + 54x, + 48x, + 54x, + 72x, 2 60
3x, +45x, +  8x; + 9x, + 1lxg +11.5x, + 30x, +45.5x, = 21
-15x, + 2x, —105x; — 5x, = 85x; — S5x, —25x, - O9x, < 0

a minimalizuje funkci

z = 60x, +20x, +118x, +108x, +125x, +125x, +110x, +190x,.

2.4.3 Ulohy o déleni materiilu

Ulohy tohoto typu jsou ozna¢ovény jako tzv. fezné nebo krajeci problémy a fesi otazku,
jak rozdélit vychozi material standardnich rozméri na urcité pocty dilti mensich rozméra tak, aby
spotfeba vychoziho materidlu byla minimalni, nebo aby odpad byl minimalni. Zakladem téchto
uloh je tzv. fezné schéma, které je bud’ zadano nebo jej lze sestavit, a v ném jsou zachyceny
vsechny mozné kombinace déleni vyrobniho materidlu na pozadované mensi dily.

V obecném vyjadreni 1ze tilohu o déleni materidlu formulovat nasledujicim zpGsobem. Je
tieba roziezat n riznych materiald. Z téchto materiali se vyrabi m riznych vyrobkll v mnozstvi
umérnych ¢&islam b,,b,,...,b, . Necht kazda jednotka j-tého materialu (j = 1, 2, ..., n) mize byt
roziezana p riznymi technologickymi zplsoby tak, Ze pfi vyuziti i-tého zpusobu (i =1, 2, ..., p)
dostavame a/,; jednotek vyrobki k-tého druhu (k = 1, 2, ..., m). Ukoly uréeni optimélniho planu
roziezani vychoziho materialu mohou byt dvojiho typu:

1) ur¢it plan, ktery by zabezpecoval vyrobu maximalniho poc¢tu kompletil, za podminky, Ze j-tého
druhu materidlu je k dispozici @’ jednotek,

2) uréit plan, ktery by zabezpecoval vyrobu b, jednotek k-tého vyrobku pii minimalni spotfebé&
vychoziho materialu nebo minimalnim celkovém odpadu.
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Matematicka formulace.

Ozna¢me xij pocet jednotek j-tého vychoziho materidlu, ktery je rozfezan i-tym
zpusobem. Dostavame tak nasledujici tilohu linearniho programovani:

1) Za podminek
xtj 20’ l:1a25’p5]:1,25 ey 1,

P
J = 47 -
in =a', j=1,2,..,n,

i=1

4 P
Ji = _
E a,x! =bx, k=1,2,..,.m,

=1 i=l

~

kde x je pocet kompletli vyrabénych vyrobkil, nalézt maximum linearni funkce
zZ=X.

Zjednodusenym ptipadem je problém, kdy ke zpracovani ptichazi material jednoho
druhu, tj. » =1 v mnozstvi a jednotek. Dostavame nésledujici lohu:

Nalézt maximum funkce
zZ =X

za podminek

14
X, =a,

i=T

P

Zaikxi =bx, k=1,2,..,m.

i=1

2) Za podminek
xlj —Oa 1_1,2,""]);] 1525 > 1,

Priklad 5.

Vyrobni jednotka méa zakazku na trubky o délce 1.25m a Im. Minimélni pozadovana
dodavka je 250 kust trubek délky 1.25m a 380 kusi trubek délky 1m. K dispozici jsou trubky
4.5m a 3m. Ztraty pti Fezani neuvazujeme. Jakym zptuisobem je tieba trubky fezat, aby

a) spotfeba materialu byla minimalni,
b) odpad byl minimalni.
Resent.
Sestavme fezné schema vSech moznych zplsobt déleni trubek o délce 3m a 4.5m na
kusy pozadované délky. Postupujeme ptitom tak, Ze zacneme maximalnim poctem delSich trubek
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a doplnime krat§imi trubkami tak, aby odpad byl vzdy mensi nez nejmensi pozadovand délka. V
dal$im fezném planu ubereme jednu delsi trubku a je-li to mozné, zvétsime pocet kratsich trubek
atd. Vysledek postupu je uveden v nasledujicich tabulkach.

trubky fezné plany trubky fezné plany
4.5m 1 2 3 4 3m 1 2 3
1.25m 3 2 1 0 1.25m 2 1 0
I m 0 2 3 4 I m 0 1 3
odpad 0.75 0 0.25 0.5 odpad 0.5 0.75 0

Tab. 2.8.a, b Rezné plany piikladu 5.

Z tabulek je patrno, Zze materidl lze fezat celkem sedmi zptsoby. Definujme proto sedm
proménnych:

X, ... pocet 4.5 m trubek roziezanych podle planu 1 tab. 2.8.a,

X, ... pocet 4.5 m trubek roziezanych podle planu 2 tab. 2.8.a,

X, ... pocet 3 m trubek roziezanych podle planu 3 tab. 2.8.b.

Jestlize rozfezeme x, trubek o délce 4.5 m podle prvniho planu, dostaneme 3x, trubek o
délce 1.25 m, roziezanim x, trubek délky 4.5 m podle planu 2 ziskame 2x, trubek dlouhych 1.25
ma 2x, trubek o délce 1m, atd.

Dvéma Ciniteliim (stanoveny pocet trubek o délce 1.25 m a 1 m) tedy odpovidaji dvé
omezeni modelu:

3x, +2x, + X, +2x, +xg =250
2x, +3x; +4x, +x, +3x, 2380
a) Chceme-li minimalizovat spotfebu materialu, bude ucelova funkce
z=x +tx, +x;, +x, tx; +tx, +x,,

b) chceme-li minimalizovat odpad, pak bude t¢elova funkce
z=0.75x, +0.25x; +0.5x, +0.5x; +0.75x,.

Ve vétsing pripadd vedou oba pozadavky a), b) ke stejnym vysledkim a to hlavné tehdy,
kdyZ nepfipoustime vyrobu na sklad. V opacném pfipad¢ se mohou objevit mezi riznymi plany i
takové, pfi kterych sice neni zadny odpad, ale jejich vzajemnou kombinaci se zvySuje spotieba
materialu.
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2.4.4. Distribu¢ni modely

Distribu¢ni modely tvoii rozsahlou a specidlni tfidu optimalizacnich uloh. Jejich
matematicky model se po formalni strance ponckud 1isi od ostatnich uloh linearniho
programovani a k jejich feSeni se pouziva specidlnich metod, které jsou pro tento typ uloh
mnohem efektivn&j§i nez metody obecné. Reenim tchto tloh se bude zabyvat podrobnéji
zvlastni kapitola, nyni budou ilustrativné uvedeny nékteré vybrané distribuéni ulohy. Mezi
nejrozsirenéjsi distribucni ulohy patii dopravni problém feSici plan pfepravy s minimalnimi
naklady, pfifazovaci problém, ktery fe$i optimalni pfifazeni stroji nebo lidi na pracovisté, obecny
distribu¢ni problém, ktery podobn¢ jako kapacitni problémy fe$i otazku rozdéleni vyroby,
osevnich ploch apod., problém obchodniho cestujiciho, ktery se zabyva planovanim okruznich
jizd apod.

2.4.4.1. Dopravni problém

Podstata problému spociva ve stanoveni takového planu prepravy homogenni produkce
od skupiny vyrobct (ze skladl) skupin€ zédkaznikl (odbératelt), aby celkové prepravni naklady
(celkova prepravni vzdalenost) byly minimalni.

Predpokladejme m dodavatela A4,,4,,...,4,,, jejichz kapacity ¢ini a,a,,...,a, a n

m

spotiebitelt B,,B,,...,B, s pozadavky b,b,,...,b , pfitom kapacity dodavateli mohou beze
zbytku uspokojit pozadavky spotiebitelli. Dodani produkce od i-t¢ho dodavatele k j-tému
spotiebiteli je spojeno s uritymi naklady, ozna¢me je ¢, (=12, ,mj=12 .. n).
Predpokladame tedy, ze existuje jista komunikacéni sit’, kterou lze spojit i-tého dodavatele s j-tym
spotfebitelem. Ocenéni ¢; mohou predstavovat vzdalenosti v km, tarify, spotfebu pohonnych
hmot apod., miZe vSak jit napt. o hypoteticky zvolenou stupnici preferenci.

Ukolem je nalézt takovy plan piepravy produkce od dodavatel ke spotiebitelim, pii
kterém by byly celkové pfepravni naklady minimalni (nebo prepravni vzdalenost co nejkratsi).

Matematicka formulace.

OznaCme x; (i=1,2, .., m;j=1,2, .., n) objem piepravy od i-t¢ho dodavatele k j-t¢mu
spottebiteli. Veskeré vstupni informace lze pfehledné znazornit v pracovni tabulce — viz tab. 2.9.

Predpokladame, Ze celkovy objem kapacit se rovna celkovému objemu pozadavki
spotiebiteld, (hovofime o tzv. vyrovnaném dopravnim problému):

m n
Saz3h
i=1 e

Predpokladame, ze celkovy objem kapacit se rovna celkovému objemu pozadavki
spotiebiteld, (hovofime o tzv. vyrovnaném dopravnim problému):

m
ya-
i=1 bi

Pii formulaci omezujicich podminek rozliSujeme dvé zdkladni skupiny omezeni -
fadkova (kapacitni) a sloupcova (pozadavkova). Prvni typ omezeni charakterizuje rozdéleni

n
b,.
1
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kapacit dodavateli mezi spotiebitele a druhy typ naplnéni potfeb spottebitel (uspokojeni
pozadavki). Omezeni jsou reprezentovana linedrnimi rovnicemi.

spotiebitelé — B, B, B, kapacity
dodavatelé
!
4, G &P - Gy, 4
4, G &% - G, a
A m cml CmZ o cmn am
pozadavky b b, b, >h/Za

Tab. 2.9. Vstupni informace dopravni ulohy.

Ulohu linearniho programovani lze tedy formulovat nésledujicim zptsobem:

Za podminek

Xy hx, ey, =4
Xy t Xy oot X, = a,
xml + xm2 oot xmn = am
X, +x, t ... +x,, = b,
X2 T Xy, t T X, =b,

+ .
xln + x2n + xmn = bn

xijZO

nalézt minimum linearni funkce

z=cpxy tepx, tootc,x, tootc,x,, .

Stru¢né 1ze zapsat model dopravniho problému popsat nasledovné:
Nalézt minimum funkce

m n
z= Z Zciixii
=T 531

i

43



za podminek

n
le.j =a, i=1,2,..,m,
L

m

x. 20, i=1,2,...mj=1,2,..,n

Priklad 6.

Tti vyrobni jednotky jistého kvalitativné stejného produktu (napi. pobocky jediné firmy)
zasobuji Ctyfi zakazniky, ptitom kazdy z vyrobct mize principielné zasobovat kteréhokoliv ze
zakazniki. Jsou dany kapacity vyrobct (dodavatell), naroky zakaznikd (odbératelti) a
vzdalenosti mezi kazdym dodavatelem a odbératelem (viz tabulka 2.10). Ukolem je navrhnout
takovy program rozvozu, aby celkovy objem pfepravy byl minimalni. Objem piepravy
vyjadfujeme v jednotkach napf. tunokilometry.

odbératelé - 0, 0, O, 0, kapacita
dodavatelé
1
D, 7 10 15 15 100
D, 3 15 20 17 100
D, 10 5 10 15 100
pozadavky 50 60 120 50 280/300

Tab. 2.10. Zadani dopravni ulohy - piiklad 6.

Resen.
Ozna¢me Xx,,,X,,,..., Xy, objem piepravovaného produktu od dodavatelii k odbératelim

(prvni index znaci dodavatele, druhy odbératele). Kapacita dodavatell je vy$$i nez pozadavek
odbérateli, nemusi byt tedy kapacita dodavatelt zcela vyCerpana, pozadavky odbératelt vSak
musi byt splnény.

Prvni ¢ast omezeni se tyka dodavatelt:
Xyt X, Xyt <100
Xy ¥ Xy T Xy F Xy <100
Xy Xy +xg; +xy, <100

Druha ¢ast omezeni se tyka odbératel:

X1 T Xy X5

50
60
X13 + Xy + Xy =120

X1a + Xy, +xy = 30

X2 T Xy x5
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Utelové funkce mé tvar
z=Tx,,H0x,H5x; H5x , Bx, 45x,, 20x,; 4#7x,, 40x,, Hx;, +0x;; +5x,,

a ma byt minimalizovana.

2.4.4.2. Zobecnény distribucni problém

Priklad 7.

Strojirensky zavod vyrabi Ctyfi druhy vyrobkd na dvou automatickych linkach 4 a B.
Kazdy ze ¢tyf druhii vyrobkd miize byt vyroben na pfislusné lince s vynalozenim urcitého
strojového ¢asu. Naklady na hodinu prace linky 4 jsou 120 K¢ a na hodinu prace linky B 90 K¢.
Na kazdé automatické lince je k dispozici 3000 strojovych hodin. Plany vyroby pro jednotlivé
druhy vyrobkii jsou postupné 800, 1800, 1200 a 1000 kusti. Cas v hodinach potfebny na vyrobu
jednotky urcitého druhu vyrobku na pfislusné lince je uveden v tabulce 2.11. Je tieba pridélit
vyrobu na jednotlivé linky tak, aby plan byl splnén s minimalnimi naklady.

vyrobek — 1 2 3 4
| linka
A 0.4 0.2 0.4 0.2
B 0.8 0.6 0.4 0.6

Tab. 2.11. Casova naroénost uréitého druhu vyrobku na jednotlivych linkach

Resent.

Nejdfiv je nutné stanovit, které druhy vyrobkli budou vyrdbény na které lince a v jakém
mnozstvi. Definujme osm proménnych, kterymi lze vyjadfit vSechny kombinace druhd vyrobkii a
linek. Tedy x; je poCet vyrobki j-tého druhu vyrabénych na i-té lince (=1, 2, 3,4;i =1, 2).
Vlastni omezeni zarucujici splnéni pozadavka planu jsou:

X +X,, > 800

X, +X 5, =>1800
X3 +X 5, >1200

X4 +x,, 21000

Omezeni vyplyvajici z dané kapacity linek jsou:

0.4x,, +0.2x,, +0.4x,, +0.2x,, <300(
0.8x,, +0.6x,, +0.4x,, +0.6x,, <300(

Ugelova funkce bude vyjadfovat naklady na vyrobu jednotlivych druht vyrobku. Nejdiiv
je vsak tfeba vypocitat naklady na vyrobu kazdého druhu vyrobki na jednotlivych linkach. Tyto
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koeficienty dostaneme vynasobenim nakladi na 1 hod préce linky ¢asem potfebnym k vyrobé 1
kusu vyrobku na této lince - viz tabulka 2.12.

vyrobek — 1 2 3 4
| linka
A 120x0.4 120x0.2 120x0.4 120x0.2
B 90x0.8 90x0.6 90x0.4 90x0.6

Tab. 2.12. Néklady na vyrobu ur¢itého vyrobku na jednotlivych linkach.

Naklady pro uskutecnéni hledaného vyrobniho programu jsou dany nasledujicim vyrazem:
Z=48x,, +24x,, +48x,; +24x, +72X,, +54X,, +36X,, 154X,,,

ktery ma byt minimalizovan.

Pfipojenim podminek nezapornosti obdrzime vysledny matematicky model ulohy:

x, 20, i=1,2;j=1,2,3,4.

2.4.4.3. Pritazovaci problém

Uloha spodiva v optimalnim piifazeni (s minimalnimi néklady, ztritami apod.) n
jednotek objektl (praci, mechanismtl, pracovnikil apod.) k # jinym objektim (stavenisté, funkce,
pfedméty apod.) tak, aby ke kazdému objektu prvni skupiny byl pfifazen pravé jeden objekt
druhé skupiny.

Necht' je zadana matice efektivnosti pfifazeni C = {¢;}, (i, j = 1, 2, ..., n), kde ¢;
kvantitativné charakterizuje efektivnost napt. vyplnéni i-té prace j-tym pracovnikem. Pfitom musi
byt splnény nasledujici podminky:

a) kazdy pracovnik mize vykonavat pouze jednu praci,
b) kazda prace miize byt vykonana pouze jednim pracovnikem.

Matematicka formulace.
2 r ’ v ’ r .y . cv .
Zavedeme celkem n” nezdpornych proménnych x, které se rovnaji 1, jestlize i-ty
pracovnik vykonava j-tou praci, nebo 0, jestlize ji nevykonava.

Z matematického hlediska dostdvame nasledujici celociselnou ulohu linedrniho
programovani:

Nalézt maximum (minimum) linearni funkce

n n
z = z X,
1

=T 7=

za podminek
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Priklad 8.

Ze ti garazi ma byt pistaveno po jednom nakladnim automobilu tfem zédkaznikiim. Jsou
znamy vSechny vzdalenosti mezi gardzemi a zdkazniky - viz tabulka 2.13. Je tfeba stanovit, z
které gardze pojede nédkladni auto ke kterému zadkaznikovi tak, aby celkovy pocet ujetych
kilometrti byl minimalni.

zéakaznici - 1 2 3
| gardze

1 5 4 3

2 6 8 9

3 4 5 5

Tab. 2.13. Vzdalenosti mezi garazemi a zakazniky

Reseni.
Mame nalézt minimum linearni funkce

z =5x,, +4x, +3x,; +6x,, +8x,, +9x, +4x; +5x,, +5x;;
za podminek

X X, tx;, =

x, 0{o}, ij=1,2,3.
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2.5. DUALITA

2.5.1. Dualni problém

Kazdému matematickému modelu problému linedrniho programovani lze jednoznacné
prifadit tzv. dudlni neboli sdruzeny matematicky model. Dualni matematicky model ma svou
ekonomickou interpretaci - dudlni ekonomicky model. Spole¢né¢ oznacujeme dualni matematicky
model a dualni ekonomicky model jako dualni nebo sdruzeny problém.

Dualitou nazyvame pfifazeni dudlniho matematického modelu k tzv. primarnimu
(pfimému) matematickému modelu. V SirS§im slova smyslu pak dualitou rozumime i vztah mezi
dualnim a primarnim ekonomickym modelem i vztah duélniho a primarniho problému linearniho
programovani.

Dualita je vztah reflexivni, tzn., Ze je-li matematicky model M dudlné pfifazen k
matematickému modelu M', pak i M’ je dualné ptifazen k M. Zkoumani vzajemné sdruzenych
modeld a problému pfinasi cenné poznatky jak pro techniku feseni, tak i pro ekonomické zavéry.

2.5.2. Primarni a dualni model

Nesoumeérna dualita.
Primarnim modelem M nazveme tento matematicky model:

Hledame vektor
X =Xy, %y, X, ], (2.5.1)
vyhovujici podminkdm
a,x, + a,x, +...+ a,x

a,x, + a,,x, + +a, x =
21771 22°%2 2
_ o (2.5.2)

a, x, +a,x, +..+a,6x =b
X, 20 G=1,2,...n) (2.5.3)

a maximalizujici u€elovou funkci

z=¢x tex, +...tcx, . (2.5.4)

Dualnim modelem M’ pak nazveme tento matematicky model:

Hledame vektor

u=[u,U,...u,], (2.5.5)

vyhovujici podminkam
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au, +au, +...+a, u, 2c

a,u, +au, +...+a, u, 2c,

(2.5.6)
au ta,u, +...ta, u, =2c,
a minimalizujici uc¢elovou funkci
f=bu +bu, +...+bu,. (2.5.7)

Vzéajemné piifazeni M a M' nazyvame nesymetrickou dualitou.

Soumérna dualita.
Primarnim modelem nazveme matematicky model:

Hledame vektor
X =X X000 X, ] (2.5.8)
vyhovujici podminkam

ax, + a,x, +...+ a,x,

IN
o
—

3

A

3
N

a,x, + a,x, +...+ a,x < b,

(2.5.9)
amlxl + amZxZ ...t amnxn < bm
X, 20 G=1,2,..,n) (2.5.10)
a maximalizujici i€elovou funkci
z=c¢x, tex, +...+tc,x, . (2.5.11)

Dualnim modelem pak nazveme matematicky model:

Hledame vektor

u=[u,,....u,], (2.5.12)
vyhovujici podminkdm

agu, +au, +...+a u, 2 c

apu, T apu, +...+a,u, 2c¢,

(2.5.13)
alnul + a2nu2 oot amnum 2 Cn
u=0 i=1,2,..,m) (2.5.14)
a minimalizujici uc¢elovou funkci
f=bu +bu, +...+bu,. (2.5.15)

Poznamka. Jestlize v nesoumérné dualit¢ je ucCelova funkce primarniho modelu typu
minimaliza¢niho, pak odpovidajici duélni model ma vlastni omezeni ve formé nerovnosti typu <
a ucelovou funkci maximaliza¢niho typu.
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Pii formulaci dualniho problému se postupuje tak ze se nejprve upravi primarni problém
do tvaru jednoho z modelt soumérné duality nebo jednoho z moznych tvar primarniho modelu
nesoumérné duality (vlastni omezeni ve tvaru rovnic s maximaliza¢ni nebo minimaliza¢ni
ucelovou funkci) . Dualnich proménnych bude tolik, kolik je vlastnich omezeni primarniho
modelu. Sloupec koeficientdl u proménné X; v soustavé (2.5.2) nebo (2.5.9) s odpovidajicimi
duélnimi proménnymi vytvoii prvni nerovnost dualniho modelu. Pocet proménnych primarniho
modelu tedy urcuje pocet vlastnich omezeni dudlniho modelu. Konstanty pravych stran v
omezenich primarniho modelu se stavaji koeficienty dudlni ucelové funkce a koeficienty
priméarni G&elové funkce se stanou konstantami pravych stran omezeni dualniho modelu. Re$enim

primarniho problému je vektor X = [Xl,Xz,...,Xn] rozméru n , feSenim dualniho problému je

vektor U = [ul,uz,...,um] rozmeéru m.

Primarni a dualni problém spolu uzce souvisi. O jejich vztahu plati nasledujici poucky a
tvrzeni.

Zdkladni veta o dualité. Ma-li jeden ze sdruzenych matematickych modeld optimalni feSeni s
kone¢nou hodnotou ucelové funkce, ma i druhy model optimalni feSeni s kone¢nou hodnotou
ucelové funkce a hodnoty ucelovych funkci obou modeld jsou stejné. Jestlize hodnota ucelové
funkce jednoho ze sdruzenych modeld neni kone¢na, pak druhy model nema viibec ptfipustné
feseni.

Tvrzeni. Zname-li zakladni optimalni feSeni primarniho modelu, lze sdruzené feSeni stanovit
feSenim soustavy m rovnic o m neznamych U,,U,,...,U,, kterou dostaneme tak, ze vybereme z n
omezeni dudlniho modelu jen ty nerovnosti, které odpovidaji zakladnim proménnym v
optimalnim feSeni primarniho modelu.

Uvedeny postup lze zobecnit v tom smyslu, Zze ke kazdému zakladnimu pfipustnému
feSeni x primarniho modelu lze nalézt sdruzené feSeni u. Takto zavedeny pojem sdruzeného
feSeni umoznuje formulovat dillezitou vétu, z které vychazeji hlavni vypocetni metody linearniho
programovanti.

Véta. Stanovime-li k zakladnimu pfipustnému feSeni x primarniho modelu sdruzené feseni u,
které je téz ptipustnym feSenim dualniho modelu, pak zékladni pfipustné feSeni x je optimalnim
feSenim.

Z predchazejici véty okamzité plyne, Ze také u je optimalnim feSenim dualniho modelu,
coz lze zformulovat do nasledujici véty:

Veta. Jsou-li zakladni feSeni x a k nému sdruzené feseni u obé€ pfipustnymi feSenimi, pak jsou
také optimalnimi feSenimi primarniho a dualniho modelu.

Na této vété je zalozen test optimality zakladniho pfipustného feSeni vypocetnich metod
pro feSeni matematickych modeli linearniho programovani.

2.5.3. Ekonomicka interpretace

Také sdruzené ekonomické modely spolu navzajem tzce souvisi; zobrazuji urcity jev
ekonomické reality ze dvou riznych hledisek. Ekonomicka interpretace fesSeni dualniho modelu
ptinasi neméné cenné poznatky o zkoumané realité¢ nez primarni feSeni.

Obecny princip je zcela jednoduchy a vychazi ze zakladni véty o dualité. Pro optimalni
feSeni navzajem sdruzenych modeld

0 0

x° = [xf,xg,...,xn], u® = [ul'ug""’u'?‘]
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plati:
. 4 r — 0 0 _— 0 0 _ L r r
maximalniz = ¢ x; +...+c¢,x, =bu, +...+ b u, = minimalni f .(2.5.16)

PoloZme si otazku: Jak se zméni optimalni hodnota z (primarni u¢elové funkce) pfi zméné b o
jednotku? Oznacime-li Z(bi) maximalni hodnotu z v (2.5.16) a Z(bi + 1) maximalni hodnotu z

pfi zméné B o jednotku, pak

z(b, +1) = bul + .+ (b, +1)u’ + ...+ b u’

Nz(b,) = z(b, +1) = z(b,) = .

ve v v . o r1.r roox 0 ~
Tedy pii zméné B o jednotku vzroste maximalni hodnota z pravé o U, coz lze zformulovat do
nasledujiciho tvrzeni.

Zname-li optimalni feSeni obou navzajem sdruzenych modelt X°,u°, pak dualni hodnoty
qo udavaji priristek optimalni hodnoty primarni G¢elové funkce Az pii jednotkovém piirtistku
pravych stran vlastnich omezeni AQ.

Reseni dualniho modelu tedy poskytuje ocenéni vlastnich omezeni primarniho modelu
vzhledem k primarni ucelové funkci. Oznacuji se jako stinové ceny zdroji nebo pozadavkda.
Ekonomicky vyznam dudlnich proménnych lze rovnéZz odhadnout podle jejich dimenze -
fyzikalniho rozméru.

Poznamka. Uvedené zaveéry o ocenéni zdrojii nebo pozadavkil plati pouze pro optimalni feseni a
jen pro jejich malé zmény. Pfi vétSich zménach se mohou vyménit zakladni proménné v
optimalnim feSeni a pak se méni i ocenéni Ciniteld.

Priklad 10.

Cokoladovna vyrabi pét druhti vyrobkil. Spotiebovava tfi zakladni suroviny - tuk, kakao
a cukr, které jsou k dispozici v omezenych mnozstvich 1500 kg, 300 kg a 450 kg na den.
Kapacity strojového zafizeni, energie, pracovni sily, i dal§ich zdroji jsou k dispozici v
dostatecném mnozstvi. Spotfeba surovin na vyrobky je uvedena v tab. 2.14. Odbytové ceny pro
vyrobky V, az Vj jsou postupné 20, 120, 100, 140 a 40 K¢. Stanovte takovy denni vyrobni
program, aby hodnota vyroby vyjadiena v K¢ byla maximalni.

Vi Vo Vs Vs Vs
tuk - 0.4 0.3 0.6 0.6
kakao 0.05 0.2 0.1 0.1 -
cukr 0.1 0.2 0.2 0.1 0.2

Tab. 2.14. Spotieba surovin na jednotlivé vyrobky
Resent.
Primarni matematicky model ulohy,

hledame nezaporny vektor
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X = [ %4, %5, Xg, Xy, Xs |
vyhovujici omezenim
0.4x, + 0.3x, + 0.6x, + 0.6x; <150(
0.05x, + 0.2x, + 0.1x; + 0.1x, < 30C
0.1x, + 0.2x, + 0.2x; + 0.1x, +0.2x;, < 45C
a maximalizujici u€elovou funkci
z=20x, +120x, +100x, +140x, +40x,,
ma feSeni
x° =[0,0,100020000,0,0,50],  z= 380000 K.
Interpretace feseni je nasledujici: Vyrabét pouze vyrobky V; a V, v mnozstvi 1000 kg a 2000 kg,

ostatni vyrobky nevyrabét, suroviny tuk a kakao budou spotiebovany beze zbytku, nebude
spotiebovano 50 kg cukru (viz nasledujici kapitola). Maximalni hodnota vyroby bude 380000 K¢&.

Dualni matematicky model,

hledame vektor

u=[u,,u]
vyhovujici podminkam
0.05u, + 0.1y, = 20
0.4y, + 0.2u, +0.2u, 212C
0.3u, + 0.1u, + 0.2u, 210C
0.6y + 0.1u, + 0.1u, >14C
0.6u, +0.2u, = 40

u, 20, i=1,2,3
a minimalizujici uc¢elovou funkci

f =1500u, +300u, +450u, ,
ma feSeni

u=[133.3,600,0].

Z poucky o ocenéni vlastnich omezeni primarniho modelu (stinové ceny zdrojui) tedy
plyne:
a) bude-li mit zavod o 1 kg prvni suroviny (tuku) vice, mtize pii optimalnim programu vyroby
zvysit hodnotu produkce o 133.3 K¢, obdobné pro druhou surovinu,

b) nulové ocenéni tieti suroviny (cukru) naznacuje, ze této suroviny neni pln€ vyuzito v tom
mnozstvi, v kterém je k dispozici pfi optimalnim programu a Ze dodatecné mnozstvi cukru
navic by nepfineslo zvySeni hodnoty produkce.
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2.6. SIMPLEXOVA METODA

Simplexova metoda je univerzalni metodou feSeni uloh linearniho programovani. Je to
metoda iteracni, vychazi z libovolného zndmého zakladniho feSeni a umoznuje v kone¢ném poctu
krokt bud’ nalézt optimalni feSeni nebo zjistit, Ze optimalni feSeni neexistuje. V kazdém kroku
simplexové metody se jedna zékladni proménna nahradi jednou nezakladni proménnou tak, aby
hodnota ucelové funkce pro nové zakladni feSeni byla vétsi nez hodnota ucelové funkce
zakladniho feSeni v pfedchozim kroku. Jednoznacny vybér obou proménnych, vzrist hodnoty
ucelové funkce v kazdém kroku a tim i konecnost postupu, jsou zaruceny v nedegenerovanych
ulohach linearniho programovani.

2.6.1. Kanonicky tvar matematického modelu

Simplexovou metodou Ize fesit matematické modely linearniho programovani upravené
do kanonického tvaru, ktery Ize formulovat nasledujicim zptsobem:

Hledame vektor

X =[x, %%, ], (2.6.1)
vyhovujici vlastnim omezenim ve tvaru

allxl + a12x2 + + al,n—m‘xn—m + xn—m+1 = bl

a21x1 + a22x2 oot a2,n—m‘xn—m + xn—m+2 = b2

. (2.6.2)

amlxl + amZ‘xZ oot am,n—m‘xn—m + ‘xn = bm
a dale podminkam nezépornosti

x; 20, j=1L2,.,n (2.6.3)
a maximalizujici (minimalizujici) funkei

z=cx tex, +...tcx, . (2.6.4)
Ptitom m <n, b, 20 (i =1, 2, ..., m), alespoii jedno c # 0 a ucelova funkce neobsahuje
proménné X, ..,...,X,, tj. ty proménné, jejichz koeficienty v soustavé (2.6.2) tvoii
jednotkovou matici (tj. ¢,_,.; = Cp_psn = --. =, = 0).

Pro feSeni modelu se Gcelova funkce (2.6.4) ptifadi k soustavé rovnic (2.6.2), pfitom z se

stane jednou z proménnych modelu a jeji koeficient rozsifi ptivodni jednotkovou submatici.
Dostaneme tedy nasledujici matematicky model:

Hledame vektor
X = [xl,xz,...,xn,z],

vyhovujici soustaveé

apx, + apx, ...+ a, x,_, tX,_ ., = b
ayx, * ayx, +...+a,, ,x,, X, 2 = b,
' (2.6.5)
A, X, *a,x, +..+a,, .x,, +t X, =b,
—CX; T CyXy, T .. C, X, +z= 0
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x, 20, i=1,2,.n, (2.6.3)

pfitom z ma dosahnout maximalni (minimalni) hodnoty.

Pro nasledujici vyklad je uziteéné vyjadrit soustavu (2.6.2) a (2.6.5) ve vektorovém a
maticovém tvaru.

Vektorovy zapis soustavy (2.6.2):

|:all D D:’u D Eul,n—m B DD m)lj Ebl D
0 0O 0 O 0 0 il
fag 020 +...+ﬁlz’7‘m% +%)Qc +%)Qc :%7ZD
|:| Dl |:| DZ |:| : n-m DDn—mH DDn DD
0 o0 0 O 0 U %)D %D %} [
Ellml O sz O mlm,n—m D D D m [
(2.6.6)
vektorovy zapis soustavy (2.6.5)
L, O Ua,, O (k,,_, O a0 00 oo o 0O
o o o o W il il %)D %)D %9 U
21 O 22 O 2n=m [] N ] 2]
D BC] + D : DCZ + . + D |__jcn—m + [I Dcn -m+1 + D BC + D I} D D
o o o o 0 %)D aD %)D %} U
[flml |:| [flmZ |:| Wm,n—m |:|
HalH Bl Hc.-n B HH HH BoH
(2.6.7)

a maticovy zapis soustavy (2.6.7):

DA [T{00x0_ h(J
O7T0" L0 (2.6.8)
crel0llgzg 0
kde A je matice soustavy (2.6.2) bez jednotkové submatice, I je jednotkova matice typu (mxm), ¢
je tfadkovy vektor koeficienti v ucelové funkci (2.6.4), x je sloupcovy vektor proménnych
soustavy (2.6.2) a b je vektor pravych stran soustavy (2.6.2).

2.6.2. Postup vypoctu

Matematicky model zformulovany na zakladé ekonomického modelu nebyva obvykle v
kanonickém tvaru. Obecné jsou vlastni omezeni tvoiena soustavou nerovnosti obojiho typu a
rovnic. Pfedevsim je nutné prevést model do kanonického tvaru. V nejjednodussim piipade, kdy
vlastni omezeni tvofi pouze nerovnosti typu <, provedeme pouze "vyrovnani" nerovnosti na
rovnice.

Jakmile je matematicky model v kanonickém tvaru, lze nalézt vychozi zdkladni resSeni
znamym zpasobem (dosazeni nul za nezadkladni proménné, zakladni proménné jsou rovny
pravym stranam). Dalsi postup spociva v festu optimality tohoto feSeni, ktery je zaloZzen na
vlastnostech sdruzeného feSeni. Test optimality da odpoveéd na otazky, zda vychozi zakladni
feSeni je optimalnim feSenim, v pfipadé, Ze neni optimalni, jak nalézt dal$i zakladni feSeni
takové, aby se hodnota ticelové funkce co nejvice zvysila (snizila), resp. presnéji, kterd dvojice
zakladni a nezakladni proménné si v novém zakladnim feSeni vymeéni sva mista.

V piipadé, Ze feseni neni dosud optimalni, hleda se nové zakladni feSeni. Soustava rovnic
se transformuje tak, Ze jedna z dosud nezdkladnich proménnych se stane zakladni v novém
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feSeni. Je to proménna, kterou vybral test optimality, a oznacuje se jako vstupujici promenna.
Tato proménnd nahradi jednu z plvodné zékladnich proménnych, kterda se oznacuje jako
vystupujici proménnd, aby nové zakladni feSeni bylo opét piipustné.

Postup se pak vraci k testu optimality, ktery opé€t zjisti, zda-1i nové zakladni feSenti je jiz
optimalni. V kladném pfipad¢ vypocet konci, v opacném piipadé se pokracuje hledanim dalsiho
zakladniho feSeni uvedenym postupem.

V nasledujicim textu bude vyloZen postup pii FeSeni matematického modelu, jehoz
omezeni tvoii soustavu nerovnosti typu <. Postup bude ilustrovan na pfikladu 10 uvedeném v
kapitole 2.5.3.

2.6.3. Uprava soustavy omezeni na rovnice. Pfidatné proménné

Nerovnost typu < pfevedeme na rovnici tak, Ze k levé strané nerovnosti pricteme
nezapornou promeénnou, oznacovanou jako tzv. pridatna proménnd. Pridatna proménna vyjadiuje
rozdil mezi pravou a levou stranou nerovnosti. Do ucelové funkce se piidatné proménné
nepfidavaji, maji nulové koeficienty, resp. nulové ceny.

Ekonomicka interpretace smyslu ptidatnych proménnych. Pfidatné proménné vyjadiuji
rozdil mezi pravou a levou stranou nerovnosti. Leva strana nerovnosti (typu <) pfedstavuje
spotiebu urcitého zdroje, prava strana jeho disponibilni mnoZstvi. Rozdil pravé a levé strany tedy
vyjadfuje nevyuzitou kapacitu zdroje (napf. nespotifebovanou surovinu).

Touto ekonomickou interpretaci se vysvétluje také nulové ocenéni piidatnych
proménnych v tucelové funkci. Koeficienty proménnych v ucelové funkci obecné predstavuji
pfinos jednotkové hodnoty proménné k hodnoté ucelové funkce. Avsak nevyuzity zdroj nemiize
ptispéet k vyssi hodnote€ ucelové funkce.

Priklad 10 - kanonicky tvar modelu.
Matematicky model problému:
Hledédme nezaporny vektor
X = [xl,xz,x3,x4,x5], (2.6.9)
vyhovujici podminkam
0.4x, + 0.3x, +0.6x, +0.6x; <1500
0.05x, + 0.2x, + 0.1x;, + O.Lx, < 300 (2.6.10)
0.1x, + 0.2x, +0.2x, + 0.1x, +0.2x; < 450
a maximalizujici funkci
z =20x, +120x, +100x, +140x, +40x,, (2.6.11)
upravime do kanonického tvaru nasledujicim zptisobem.

K levé strané¢ kazdé nerovnosti pfiCteme postupné nezaporné piidatné proménné
X¢,X,Xg, 0 které je nutno rozsifit vektor (2.6.9). Vyraz pro ucelovou funkei (2.6.11) pfipojime k
soustave rovnic, pficemz z budeme povazovat za dal§i proménnou a ¢leny na pravé stran€ rovnice
pfevedeme na levou. Dostaneme model:

Hledame vektor

X = [xl,xz,x3,x4,x5,x6,x7,x8,z], (2.6.12)

55



vyhovujici

0.4x, + 0.3x; + 0.6x, +0.6x; +x; =1500
0.05x, + 0.2x, + 0.1x; + 0.1x, +Xx, = 300 (2.6.13)
0.1x, + 0.2x, + 0.2x, + 0.1x, +0.2x; + X = 450 o
—20x, —120x, —100x, —140x, — 40x, +z = 0
x, 20, i=1,2,..8, (2.6.14)

takovy, aby z dosahlo maximalni hodnoty.

2.6.4. Vychozi zakladni FeSeni. Simplexova tabulka

Vychozi zakladni feSeni se nalezne standardnim postupem. Zakladnimi proménnymi
budou ty proménné, jejichz koeficienty tvoii v soustavé (2.6.5) jednotkovou submatici matice
soustavy. Soustava ma m+1 linearné nezavislych rovnic, jednotkova submatice je typu
(m+1)x(m+1) a posledni jednotkovy vektor je tvofen sloupcem koeficienti proménné z.
Proménna z je tedy zakladni a zstava ji po vSechny kroky vypoctu.

Simplexova tabulka je formou zapisu soustavy rovnic. Proménné se zapisi do zahlavi
tabulky a do tabulky se zapisuji pouze koeficienty. Na levé stran¢ tabulky se uvadi seznam
zakladnich proménnych, kazda vzdy v fadku, kde je jeji jednotkovy koeficient. Posledni sloupec
soustavy (2.6.5), t.j. jednotkovy vektor u proménné z, se nevypisuje.

Priklad 10 - vychozi zakladni 7esent, simplexova tabulka.

Soustavu (2.6.13) pfepiseme do tvaru simplexové tabulky - tab. 2.15. Zakladni proménné
jsou Xx4,Xx,,Xg,z, nezdkladni proménné jsou x,,x,,x;,X,,Xs - za n¢ dosadime v feSeni nuly.
Dostaneme vychozi zakladni feseni

x' =[0,0,0,0,0,1500,300,450,z = 0]. (2.6.15)

Redeni se b&Zné &te piimo z tab. 2.15. Zakladni proménné jsou rovny hodnotdm v odpovidajicim
radku sloupce pravych stran, nezakladni jsou rovny nule.

X, X, X, X, X5 Xg X, Xg

X 0.4 0.3 0.6 0.6 1 1500
X, 0.05 0.2 0.1 0.1 1 300
Xg 0.1 0.2 0.2 0.1 0.2 1 450
z -20 -120 -100 -140 -40 0

Tab. 2.15. Simplexova tabulka ptikladu 10.

Ekonomicka interpretace vychoziho zékladniho feSeni. Zadny vyrobek se nevyrabi,
hodnota produkce je nulova, zlistava nespotiebovano veskeré disponibilni mnozstvi surovin.
Vychozi zékladni feSeni netiké nic nového, slouzi pouze jako vychozi bod pro dalsi vypocet.
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Ve vektorové interpretaci simplexového postupu piedstavuji koeficienty v tab. 2.15
soufadnice Ctyfslozkovych sloupcovych vektori a; matice soustavy (2.6.13) a vektoru pravych

stran b v jednotkové bazi {el,ez,e3,e 4} Ctyfrozmérného prostoru. Soufadnice vektoru v

jednotkové bazi jsou rovny jejich slozkam, a proto tato vektorova interpretace vychoziho kroku
simplexové tabulky nepfinasi mnoho uzitku. Jina situace vSak bude v dalsSich krocich, kdy se
vektory v bazi vyméni a vztahu mezi vektorem, jeho soufadnicemi v urcité bazi a bazickymi
vektory se bude uspésné vyuzivat (napi. ke kontrole nebo ekonomické interpretaci testu
optimality). Plati totiz nasledujici vztahy:

4
a, =% ae, G=1,2..8) (2.6.16)

i=1
4
b= Z Be,, (2.6.17)

kde e, jsou vektory baze, @ ; jsou koeficienty ve vnitfni Casti simplexové tabulky (i-ty radek, j-ty

sloupec) a B, jsou koeficienty v poslednim sloupci. Specialné a, = e, a, = e,, a, = e;.

2.6.5. Test optimality

Vychozi i kazdy dalsi krok simplexové tabulky obsahuje soustavu linearnich rovnic a
ucelovou funkci matematického modelu v kanonickém tvaru. Kazdému kroku simplexové
tabulky odpovida ur¢ité zakladni ptipustné feSeni. O tom, zda-li je toto feSeni také FeSenim
optimalnim ¢i nikoliv, rozhoduji znaménka koeficientti v fadku ucéelové funkce, oznacené vlevo
symbolem z. Ozname tyto koeficienty z, j =1, 2, ..., n (ve vychozim kroku z, = —c; ). Plati

a) pfi maximalizaci:
jsou-li z ;2 0 pro vSechna j =1, 2, ..., n, pak zakladni feSeni je maximalni,
jeliz, < 0 alespon pro jedno j =1, 2, ..., n, pak zakladni feSeni neni maximalni,
b) pfi minimalizaci:
jsouliz; < 0 pro vSechnaj =1, 2, ..., n, pak zakladni feSeni je minimalni,
jelliz, > 0 alespon pro jedno j =1, 2, ..., n, pak zakladni feSeni neni minimalni.

Teoretické zdiivodnéni testu optimality je zaloZzeno na vlastnostech dualniho modelu a
sdruZeneho feSeni. Lze dokazat, Ze vektor koeficientd z; vyjadfuje rozdil levé a pravé strany
nerovnosti (2.5.6). Jsou-li vSechna z ; nezaporna, znamena to, ze vektor u, feSeni sdruzené se

zkoumanym zékladnim feSenim x, je pfipustnym feSenim dualniho modelu. To vsak znamena, Ze
feSeni x 1 u jsou optimalni.

Priklad 10 - test optimality.

V tadku ucelové funkce jsou nulové koeficienty z, = z; =z, =0 a zaporné koeficienty
Zy,...,Zs < 0. Jedna se 0 maximaliza¢ni tlohu a odpovidajici zakladni feseni tedy neni optimalni.

Jednoduse lze test optimality interpretovat takto. Nezékladni proménné x,,x,,X;,X,, X5
jsou rovny nule, zdkladni proménné x.,x,,x; jsou sice kladnd cCisla, maji vSak nulové
koeficienty v ucelové funkci, tedy z = 0. Lze zvysit hodnotu Gcelové funkce vybérem jiného
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zakladniho feSeni? Vzroste-li néktera z nezakladnich proménnych o jednotku, zvysi se ucelova
funkce o odpovidajici koeficient proménné (dle vlastnosti dudlné sdruzenych uloh a jejich
feSeni), tedy ano. Zavér uvahy je ten, Ze vychozi zakladni feSeni neni optimalni.

Navic test optimality naznacuje, které nové zakladni feSeni vybrat, aby pfirtstek ucelové
funkce byl co nejvétsi. Pro nové zakladni feSeni vybereme tu nezékladni proménnou, ktera ma
zaporny koeficient s maximalni absolutni hodnotou. V naSem ptikladu je to proménna x .

2.6.6. Prechod na nové zakladni FeSeni. Iteracni postup

Ptechod na nové zakladni feSeni se provadi stejné jako v uplné eliminacni metodé
vhodnou transformaci soustavy. Jedna ze zékladnich proménnych je nahrazena jinou, pivodné
nezakladni proménnou. Zatimco v eliminacni metodé se tato zdmeéna provadéla libovolné, v
simplexové metod¢ se fidime hlediskem co nejvétsiho prirtstku ucelové funkce a nezapornosti
nového feseni. Postup lze shrnout do nésledujicich pravidel:

1) Jedna z nezakladnich proménnych vychoziho feSeni se v novém feSeni ma stat
zakladni (vstupujici proménna). Pfi maximalizacni tloze se vybira z téch proménnych, jejichz
koeficient v ucelové funkci je zaporny. Volime z nich proménnou s absolutni hodnotou |Z i|

nejveétsi. Sloupec koeficientd této proménné v uvazovaném kroku simplexové tabulky se
oznacuje jako klicovy sloupec.

2) Jedna ze zakladnich proménnych vychoziho feSeni se v novém feseni stane nezakladni
(vystupujici proménnd). Uréi se nasledovné:

Novou zékladni proménnou, zvolenou dle pravidla 1), oznatme x,, koeficienty
klicového sloupce, s vyjimkou koeficientu v fadku ucelové funkce, ozna¢me a,, (i =1, 2, ..., m),
koeficienty v sloupci pravych stran vychoziho kroku oznaéme B, (i =1, 2, ..., m). Nejmensi podil

ﬁ pro tadky, kde a, > 0 urcuje tzv. klicovy radek a zdkladni proménna v tomto fadku (s
i
koeficientem 1) se stava v novém feseni nezakladni proménnou.

Jestlize ve sloupcich vSech nezékladnich proménnych pfichazejicich v uvahu podle
pravidla 1) neni ani jeden koeficient @, >0, pak neexistuje zakladni pfipustné feSeni s
hodnotou tcelové funkce vyssi nez ve vychozim zékladnim feSeni a matematicky model vibec
nema kone¢né optimalni feseni.

Pokud je zvolena podle uvedenych pravidel nova zakladni a nova nezakladni proménna,
pfechdzi se metodou uplné eliminace na nové zakladni feSeni. Nové zakladni feSeni nahradi
vychozi zakladni feSeni a je opét podrobeno testu optimality. Vypocet pokracuje opakovanim
téchto iteraci tak dlouho, dokud bud’ neni nalezeno optimalni feSeni, nebo se ukaze, ze konecné
optimalni feSeni neexistuje.

Priklad 10 - prechod na nové zdakladni resent, iterace.

V tab. 2.15. zvolime dle pravidla 1) mezi nezdkladnimi proménnymi Xx,,X,,X;,X,,X5

(pro vSechny je z; < 0) proménnou x, jako vstupujici, nebot’ z, = =140 je v absolutni hodnot&
nejvyssi. Podle pravidla 2) vypoéteme podily
1 4
ﬂ:ﬂ:%oo’ &:@:3000, &:iozu()(),
a, 0.6 a,, 01 a,, 01
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Nejmensi podil je pro i = 1. Prvni fadek obsahuje zdkladni proménnou x . Pi pfechodu
od vychoziho zékladniho feSeni na nové zakladni feSeni se proménna x, stane zdkladni a x
nezékladni proménnou. Pfechod se provede elimina¢ni metodou. Prvni fadek vydélime 0.6, ke
druhému a tfetimu fadku pfi¢teme -0.1-nasobek upraveného prvniho tadku, ke ctvrtému tadku
pricteme 140-nasobek upraveného prvniho fadku. Vysledek je zobrazen v tab. 2.16.

X, X, X, X, X5 Xg X, Xg

- X, 0.6 0.5 1 0.6 1.6 2500
X, 0.05 0.13 0.05 -0.1 -0.16 1 50
Xg 0.1 0.13 0.15 0.1 -0.16 1 200
z -20 -26.6 -30 100 | 2333 350000

Tab. 2.16. Simplexova tabulka ptikladu 10 - druhy krok.

Druhy krok simplexové tabulky.

Sipka — oznacuje fadek, v kterém ma vstupujici proménna koeficient 1. Nové zékladni
feSeni vyplyvajici z druhého kroku tedy je

x* =0,0,0,2500,0,0,50,200,350000]. (2.6.18)
Ekonomicka interpretace: Vyrabi se 2500 kg ¢tvrtého vyrobku, plné je spotiebovana

prvni surovina, nevyuzito zustava 50 kg druhé a 300 kg tieti suroviny, hodnota produkce je
350000 K¢.

Test optimality ukazuje, Ze feSeni jeSté neni optimalni. Piejdeme tedy ke tfetimu kroku
simplexové tabulky na dals$i zékladni feSeni. Vstupujici proménnou x, nahrazuje vystupujici
proménnou X ,, kterd se stdva nezakladni.

Treti krok simplexové tabulky.

Ve tretim kroku, ktery zobrazuje tab. 2.17, dostavame feSeni
x* =[0,0,1000,2000,0,0,0,50,380000], (2.6.19)

které je jiz optimalni, nebot’ vSechna z, 2 0. V ekonomické interpretaci dava toto feSeni
optimalni vyrobni program: vyrabét pouze dva vyrobky - 1000 kg tfetiho a 2000 kg ¢tvrtého
vyrobku, plné se pritom spotiebuji dvé suroviny - prvni a druhd surovina, nevyuzito zistava 50
kg tfeti suroviny, hodnota produkce je 380000 K¢.

X, X, X, X, X5 Xg X, Xg
X, -0.5 -0.6 1 2 3.3 -10 2000
- X, 1 2.6 1 -2 3.3 20 1000
Xg -0.05 | -0.36 0.4 0.3 -3 1 50
z 10 533 40 133.3 600 380000

Tab. 2.17. Simplexova tabulka ptikladu 10 - tfeti krok.
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2.6.7. Interpretace testu optimality. Stinové ceny. Re$eni dualniho modelu

Libovolny vektor soustavy (2.6.5) lze vyjadfit jako linearni kombinaci vektort baze (po
piecislovani vektort), analogicky se vztahem (2.6.16)

Oa; O Oa, O Oa, O .
G0=a, 0 -0t - +am,D—D+Z H J=12,..,n (2.6.20)
D_CJD D—CID m|:| D

kde a

Koeficienty vystupuji v soucinu s vektory, které tvoii bazi v tomto kroku; jsou to vektory, které
odpovidaji zakladnim proménnym v tomto kroku.

1jo--- 0, Z; jsou koeficienty v j-tém sloupci libovoln¢ho kroku simplexove tabulky.

Vektory soustavy (2.6.5) charakterizuji procesy, neboli ¢innosti ekonomického modelu.
Zakladnimi procesy ozna¢me ty procesy, které odpovidaji bazickym vektorim v ur¢itém kroku
simplexové tabulky. Koeficient ¢; predstavuje cenu j-tého procesu. Definujme pojem kombinace

zakladnich procest ekvivalentni j-tému procesu a pojem cena ekvivalentni kombinace procest.

Ze vztahu (2.6.20) lze vyjadrit vektor a; jako linedrni kombinaci bazickych vektora

a,a,,...,a :

a, =a,a +ta,a,+...+0a,a, . (2.6.21)

mj < m
Kombinaci zékladnich procest, charakterizovanych bazickymi proménnymi, ekvivalentni j-tému
procesu, charakterizovanému vektorem a ;, nazveme jejich ekvivalentni kombinaci (prava strana

vztahu (2.6.21). Ekonomicky lze tuto ekvivalenci interpretovat tak, Ze kombinace na pravé strané
rovnice (2.6.21) je stejné naro¢na na vyrobni zdroje a stejné¢ vyhodna vzhledem k pozadavkim
jako j-ty proces realizovany na jednotkové urovni.

Cenou ekvivalentni kombinace zakladnich procest - prava strana rovnice (2.6.21) - pak
rozumime cislo

c,=a,c +a,c, +...+0a,.c (2.6.22)

J mji=m >

kde a,, jsou koeficienty kombinace (2.6.21) a ¢, jsou ceny procesi, které se vyskytuji na pravé
stran¢ rovnice (2.6.21). Vzhledem k tomu, Ze c¢; pfedstavuji pfinos jednotkove trovné j-tého
procesu k hodnoté celové funkce, pak c¢; pfedstavuje piinos kombinace zdkladnich procesi
ekvivalentni j-tému procesu z hlediska zdroji a pozadavki modelu. Ze vztahi (2.6.20) a (2.6.22)
plyne, ze

z, =¢;, —c. (2.6.23)

Koeficienty z, Ize tedy v kazdém kroku simplexové tabulky interpretovat jako rozdil mezi cenou

kombinace zakladnich procesi ekvivalentni j-tému procesu a zadanou cenou tohoto procesu.

Jestlize z; < 0, pak c; < ¢;, coz znamena (pfi maximaliza¢ni Gloze), Ze nezakladni j-ty
proces je ve srovnatelné urovni realizace vyhodnéjsi z hlediska Ucelové funkce nez jemu
ekvivalentni kombinace zakladnich procest. To ale znamend, Ze odpovidajici krok simplexové
tabulky neposkytuje optimalni feSeni. Jestlize naopak z; 2 0, pak ¢; 2 ¢;, COZ znamena, ze
nezakladni j-ty proces neni vyhodngjsi nez jemu ekvivalentni kombinace zakladnich procesi.
Plati-1i tento vztah pro vSechny nezakladni procesy, pak bylo nalezeno optimalni feSeni.
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Priklad 10 - ekvivalentni kombinace procestii, stinové ceny, reseni dudlniho modelu.

Posledni krok simplexové tabulky (tab. 2.17) doplime o ceny ekvivalentnich procesi c;

arozdily z;. Napt. ¢, = -0.5¢c, +¢; —0.05¢ =30.

ceny 20 120 | 100 | 140 40 0 0 0
zékladnich X, X, X, X, Xs X X, Xg

procest

140 X, -0.5 | -0.6 1 2 33 -10 2000
100 X, 1 2.6 1 -2 -3.3 20 1000
0 Xg -0.05 | -0.36 0.4 0.3 -3 1 50
o 30 | 173.3 | 100 | 140 80 | 133.3 | 600 0 380000
z,=¢ — 10 | 533 0 0 40 | 133.3 | 600 0

Tab. 2.18. Upravena simplexova tabulka piikladu 10.

Interpretujme koeficienty z; ve sloupcich ptidatnych proménnych. Predevsim z; = ¢,
nebot’ pfidatné proménné maji nulové ceny. Obecné lze fici, Ze z, zde vyjadfuje piinos
kombinace optimalnich zakladnich procesi, ekvivalentni jedné jednotce nevyuzitého zdroje, tj.
hodnotovy pfinos kombinace vyroby nejvyhodnéjsich vyrobkli v mnozstvi, které lze vyrobit z
jedné jednotky suroviny. Z tab. 2.18. Ize napt. odecist, ze 1 kg druhé suroviny je ekvivalentni
vyrové 20 kg vyrobku V', snizeni vyroby vyrobku ¥, o 10 kg a zvySeni spotieby tieti suroviny o
3 kg. Za tuto kombinaci ekvivalentni 1 kg druhé suroviny Ize ziskat 600 K¢ na hodnoté produkce.
Podobné pro prvni surovinu. Ziska-li podnik 1 kg téchto surovin, umozni mu to zvysit hodnotu
produkce o prislusné Castky. Ziska-li v§ak navic 1 kg tfeti suroviny, pak to hodnotu produkce
neovlivni (zg = 0), coz je pochopitelné, nebot’ tieti surovina se v optimalnim vyrobnim
programu plné nevyuziva (zbyva 50 kg). Jeden kg navic by pouze zvysil toto nevyuzivané
mnozstvi.

Tato interpretace se pln¢ shoduje s ekonomickym vyznamem dudlnich proménnych.
Dualni proménné vyjadiuji ocenéni surovin; vzhledem k pozadavku maximalni hodnoty
produkce jsou oznacovany jako stinové ceny surovin. Lze dokazat, Ze optimalni hodnoty dualnich
proménnych jsou rovny koeficientiim z; piidatnych proménnych primarniho modelu v poslednim

kroku simplexové tabulky.

2.6.8. Pomocné proménné. Rozsifeny model. Dvoufazova simplexova metoda

Dosud feSeny matematicky model byl nejjednodussiho typu, kdy soustava omezeni
pfimo na rovnice nebo nerovnosti typu =. Pfidatné proménné, které vyrovnavaji nerovnosti maji
znaménko minus a netvoii jednotkovou submatici matice soustavy. V piipade, ze se vyskytne byt
jedina rovnice nebo nerovnost typu =2, je tfeba vytvofit tzv. rozSifeny model nasledujicim
zpusobem:

a) k ptivodnimu modelu pfipojime tzv. pomocné proménné do téch rovnic, kde chybi
zakladni proménné pro vychozi zakladni feSeni,
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b) k pivodnimu modelu rozsifenému o pomocné proménné piipojime dal§i ucelovou
funkci Z', minimalizujici souéet pomocnych proménnych.

Takto vytvoteny pomocny model ma nasledujici tfi dulezité vlastnosti:

a) Matice soustavy rovnic modelu obsahuje jednotkovou submatici potiebného typu. V kazdé
rovnici lze tedy uréit zdkladni proménnou a nalézt tak vychozi zakladni feSeni rozsifeného
modelu.

b) Z nékterych feseni rozsiteného modelu Ize bezprostfedné ziskat feSeni pivodniho modelu.
Jsou to takova zakladni feSeni, v nichZ jsou vSechny pomocné proménné rovny nule. Potom
hodnoty ostatnich proménnych vyhovuji ptivodnimu modelu a mohou slouzit jako vychozi
zakladni feSeni tohoto modelu.

¢) Resime-li rozsifeny model podle jeho ulelové funkce Z — mM N, pak musime vzdy po
konecném poctu krokti dospét k takovému feSeni rozsiteného modelu, v kterém jsou vSechny
pomocné proménné rovny nule, pokud takové feseni viibec existuje.

Rozsifeny model obsahuje sice jednotkovou submatici, ale koeficienty zakladnich
proménnych v ucelové funkci Z' nejsou vSechny nulové. Je nutné je pred vypoctem eliminovat
vhodnou transformaci soustavy; k Gcéelové funkci Z se piitou fadky obsahujici pomocné
proménné.

Priklad 11.

Chemicky zavod vyrabi ¢tyfi vyrobky, V,,V,,V,,V,, které postupné prochazeji tfemi
zafizenimi, Z,,Z,,Z,. Kapacita prvnich dvou zafizeni je 400 hod., tfetiho 430 hod. Doba v
hodinach, po kterou prochazi 1 t vyrobkt zafizenimi, je uvedena v tab. 2.19. Zafizeni Z, a Z,

musi byt plné vyuzito. Ceny vyrobkd jsou 200, 250, 250 a 300 K& za 1 t. Ukolem je stanovit
vyrobni program, kterym zavod dosahne maximalni hodnoty produkce.

Reseni.
OznaCme X; vyrobené¢ mnozstvi vyrobku \/J v tunéch, j = 1, 2, 3, 4. Nezdporny vektor
X = [Xl, X5, X3, X4] pak popisuje vyrobni program.
Matematicky model:
Hleddme nezapormy vektor
X = [X0 %00 X5, X, ],

vyhovujici podminkam

X + 2X%; + 2x, <40C
3X, +2X, + X, =40C
2X, + 2X, + 3x, =43C
a maximalizujici funkeci
z=20, +250x, +250;, +300,.

Upravou dostane model, kde hleddme nezaporny vektor

X = [ X4, %5, Xg, Xy X6, 2] (2.6.24)
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vyhovujici

X, + 2x; +  2x, +x; =400

3x, + 2x, + X, =400
(2.6.25)

2x, + 2x; + 3x, =430

—200x, —250x, —250x; —300x, +z = 0,

kde z je maximalni.

Tento model neni v kanonickém tvaru. Ve druhé a tfeti rovnici nejsou proménné, které by
mohly byt zakladni ve vychozim feSeni. Tyto rovnice rozsitime o pomocné proménné a utvorime
dalsi ucelovou funkci, ktera je sou¢tem pomocnych proménnych a kterou budeme minimalizovat.
Ptipojime-li ji k soustavé v anulovaném tvaru, opét by tato nebyla v kanonickém tvaru. Po
eliminaci pomocnych proménnych v ucelové funkci Z' (pfi¢tenim rovnic obsahujicich pomocné
proménné), dostavame rozsifeny model v kanonickém tvaru:

Nalézt nezéporny vektor

X = [xl,xz,x3,x4,x5,x6,x7,z], (2.6.26)
vyhovujici
X, + 2x; +  2x, +tx; =400
3x, + 2x, +  x, + X =400
2x, + 2x; + 3x, +x, =430
—200x, —250x, —250x, —300x, +z = 0
—Xs T X, +z'= 0,

kde Z je minimalni.

Pomocné proménné, na rozdil od ptidatnych proménnych, jsou pouze vypocetni
pomtckou, nemaji sviij ekonomicky protéjsek, nevyjadiuji troven n¢jaké hospodaiské Cinnosti
nebo procesu. Tim postrada ekonomickou interpretaci rovnéz rozsifeny model a jeho feSeni.
Teprve, az se podafi nalézt takové pfipustné feSeni rozsifeného modelu, kde x, = x, =0,
dostaneme po vynechani pomocnych proménnych vektor ptipustného feseni piivodniho modelu.

Model je feSen v simplexové tabulce (tab. 2.19). V tfetim kroku simplexové tabulky
dostavame optimalni feSeni rozsifeného modelu:

x* =[0,200,0,10,380,0,0,53000,0].

Vynechanim nulovych proménnych x.,x,,z" dostaneme vektor, ktery je piipustnym
feSenim puvodniho problému. V simplexové tabulce vynechame sloupce pomocnych
proménnych a fadek ucelové funkce Z a prechazime na maximalizaci funkce z. Ve ¢tvrtém
kroku dostaneme optimalni feSeni ptivodniho problému:

x' = [126. 6,10,0,136. 6,0,68833.3].

Interpretace reseni. Optimalni vyrobni program je vyrabét 126.6 t vyrobku V;, 10 t V,, 136.6 t
V,. Hodnota produkce je 68833.3 K¢, vyrobek V; se nevyrabi. Kapacity vSech zafizeni jsou plné
vyuzity.
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X, X, X, X, X X X, B./a,
L X 1 2 2 1 400
x, |3 2 I I 400
X, 2 2 3 1 430
z -200 -250 -250 -300 0
z' 3 4 3 3 830
II. X 1 2 2 1 400
Lox, (320 |1 12 12 200
x, |3 1 3 -1 1 30
z 175 -125 -300 125 50000
z' -3 1 3 -2 30
1. X5 3 4/3 1 2/3 -2/3 380
x, |32 |1 12 12 200
- x, |-l 1/3 1 -1/3 173 10
z -125 -25 25 100 53000
z' -1 -1
Vo] - x, |1 4/9 1/3 380/3
X, 1 -1/6 -1/2 10
X, 79 |1 1/3 410/3
z 30.5 41.6 68833.3
S

Tab. 2.19. Simplexova tabulka ptikladu 11.

2.7 DISTRIBUCNI METODA

2.7.1 Model distribu¢niho typu

Kazdy matematicky model linearniho programovani lze obecné feSit simplexovou
metodou. Distribuéni metoda fes$i vyhodné jistou skupinu matematickych modelt - modely
distribu¢niho typu. Pouziti simplexové metody pro feSeni t€chto modelt je nevyhodné z hlediska
¢asové naro¢nosti a velkého rozsahu vypocta.
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Distribu¢ni metodou lze fesit matematické modely typu:

Hledame matici

S’Cn Xy e X, U
Xyy oo X
x = 02 "2 27.1
af i @70
U U
E’le xm2 xmnD

vyhovujici vlastnim omezenim ve tvaru

ixij=a, i=1,2,...,m,

=1
m
ij =b, j=12,..n (2.7.2)
i=1

kde

n

ia = lebj , (2.7.3)

podminkam nezapornosti
X;20, i=1,2,..mj=12,..,n, (2.7.4)

a minimalizujici funkci

7= i icl X (2.7.5)

Model (2.7.1 - 2.7.5) se oznacuje jako model distribucniho typu. Pocet proménnych v
tomto modelu je m X n a poet rovnic v soustaveé (2.7.2) je (m + n), avSak vzhledem k podmince
(2.7.3) je pouze (m + n - 1) linearné nezavislych. Soucet levych stran prvnich m rovnic je roven
souctu levych stran dalSich » rovnic, soucty pravych stran jsou si rovny dle vztahu (2.7.3).

Distribu¢ni metoda je tedy vhodna pro feSeni dopravniho problému, pfifazovaciho
problému, zobecnéného distribu¢niho problému a ptip. jinych uloh, které lze prevést na modely
distribu¢niho typu. Stejné€ jako simplexova je i metoda distribu¢ni metodou iteracni. Postupuje v
krocich ptes jednotliva zdkladni feSeni tak dlouho, dokud neni nalezeno optimalni feSeni.

1. Je-li to nutné, upravi se matematicky model tak, aby platila podminka (2.7.3).

2. Nalezne se vychozi zékladni feSeni. Je-li toto feSeni degenerované, je nutné formalné
degeneraci odstaranit.

3.  Provede se test optimality, ktery ukaze, zda-li 1ze nalézt jiné zakladni feSeni s mensi
hodnotou ucelové funkce. Pokud nelze takové feSeni nalézt, vypocet kon¢i, vychozi feSeni
je optimalni. V opacném pfipad¢ test optimality ukéaze, jak lze nalézt toto nové "levnéjsi”
reSeni.

4. Hleda se nové zakladni feSeni podle vysledkd testu optimality. Je-li toto nové feSeni
degenerované, degenerace se formaln¢ odstrani. Na toto feSeni pohlizime jako na nové
vychozi feseni, podrobime je testu optimality, t.j. pokra¢ujeme dale bodem 3. To se opakuje
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tak dlouho, dokud test optimality neukdze, Zze naposledy nalezené zékladni feSeni je
optimalni.

Prvky matice feSeni X, matice sazeb G (koeficienti v ucelove funkci) a matice
nepiimych sazeb C/; (vyznam bude uveden pozdgji), prvky matice rozdild A, ; (rozdil nepfimé a
piimé sazby), prvky vektoru kapacit dodavatel g a pozadavkd zidkaznikl bj, zapisujeme do
nasledujici tabulky.

zakaznici - Z Z, Z, kapacity
| dodavatelé
D, Bu | - G2 Bu % a
X 1 Gy [ X 0 G Xn 1 Gy
D, By Cn|Bp | Gy Ba © G a,
Xgu i Gy [Xp 1 Gy Xon i Gy
D, [Bm i Gm|Bw | G B . C m a
Xt Cra_| X Cro Xim m
pozadavky b b, b, >b/z3

Tab. 2.20 Tabulka pro feseni modelu distribu¢niho typu

Prvnich m rovnic soustavy (2.7.2) je reprezentovano fadky tabulky 2.20, dalSich »n rovnic
je pak predstavovano sloupci této tabulky. K vypoctu distribu¢ni metodou se uziva uvedené
tabulky, pro kazdé zakladni feSeni se sestavuje jedna.

2.7.2 Vychozi zakladni FeSeni

Zakladni pfipustné feSeni musi podle definice (str. 24) obsahovat nejvySe tolik
nenulovych slozek, kolik ma soustava (2.7.2) linearn€ nezavislych rovnic, t.j. (m + n - 1). Sloupce
koeficientli u téchto nenulovych proménnych v soustavé (2.7.2) musi tvofit skupinu linearné
nezavislych vektoru.

Do odpovidajicich poli se vepisuji pouze hodnoty nenulovych proménnych, nulové
hodnoty se nezapisuji. Pole s uvedenou nenulovou proménnou oznacujeme jako obsazené pole,
pole bez uvedeni proménné oznacujeme jako volné nebo neobsazené pole. Hodnoty proménnych
X, nazyvame prepravami. Zékladni feSeni dostaneme tak, Ze postupné obsazujeme pole ve
zvoleném potadi. Pofadi obsazovani je dano typem pouzité metody pro nalezeni vychoziho
zakladniho feSeni. U vSech metod je vSak nutné dodrzovat nasledujici pravidlo: kazdé pole Ize
obsadit nejvys$si moznou hodnotou s ohledem na kapacity a; a pozadavky bj a jiz dtive obsazena
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pole (minimum z hodnot kapacity a pozadavku sniZzenych o odebrané kapacity a uspokojené
pozadavky - redukované hodnoty kapacity a pozadavku). Poradi obsazovani poli nema vliv na to,
zda-li feSeni bude ¢i nebude zakladni. Postupné budou uvedeny tfi metody nalezeni vychoziho
zakladniho feSeni pro nasledujici priklad.

Priklad 12.

Naleznéte zakladni feseni dopravniho problému. Cty¥i dodavatelé maji na skladech 110,
120, 130, 140 jednotek produktu a pét zakaznikli pozaduje po 100 jednotkach. (Konecnym
ukolem je sestaveni takového planu prepravy, aby celkové prepravni ndklady byly minimalni.)
Sazby, vyjadiujici naklad v K¢ na dopravu jednotky produktu mezi ptislusnym dodavatelem a
zakaznikem, je dana matici

069113110

=532104 8%

Oo4118 10

d66 31 4

2.7.2.1 Metoda severozapadniho rohu

Vypocet provadime v tabulce 2.20. Dodavatele oznac¢ime D,, zakazniky Z i- ZapiSeme do

tabulky kapacity a pozadavky a zkontrolujeme, zda-li jsou soucty kapacit rovny souctu
pozadavki - tj. zda-li se jedna o vyrovnany problém. Potom obsazujeme pole tabulky po fadcich,
po¢inaje polem vlevo nahofe ("severozapadni roh"), nejvyS$imi moznymi hodnotami
proménnych, tak aby fadkové a sloupcové soucty hodnot proménnych odpovidaly zadanym
¢islim a, bj. Pii obsazovani poli touto metodou tedy nebereme v uvahu sazby - proto také

nejsou v tabulce uvedeny.

Priklad 12 - nalezeni vychoziho zakladniho feSeni metodou severozapadniho rohu.

Obsazovani tabulky zaneme polem D,Z,, které lze obsadit nejvySe hodnotou
X;; = 10C. Tim je splnén pozadavek na soucet hodnot prvniho sloupce Z; a dale jiz prvni
sloupec neobsazujeme. Pokracujeme polem D,Z,, do kterého lze zapsat nejvyse X, = 10. Tim
je splnén pozadavek na soucet prvniho fadku a dale jiz neobsazujeme ani prvni tradek.
Pokragujeme tedy polem D,Z,, které obsadime hodnotou X,, = 90 atd. Reseni ukazuje tabulka
2.21. alze jej zapsat ve tvaru matice, jejiz prvky jsou nezaporné a splituji omezeni tlohy 2.7.2.:

a0oo10 0 0 00O
[ U
x=0 0930 O OD.
o0 07060 OO

50 0 0401008
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Zl ZZ Z3 Z4 ZS a
D, 100 10 110
D, 90 30 120
D, 70 60 130
D, 40 100 140
b 100 100 100 100 100 500/500

Tab. 2.21 Vychozi zakladni feSeni piikladu 12 - metoda severozapadniho rohu.

Matice X obsahuje (m + n - 1) = 8 nenulovych prvkl a lze se presvédcit, ze sloupcové
vektory koeficientli u téchto nenulovych proménnych v soustave 2.7.2. jsou linearn€ nezavislé. Je
to tedy zakladni pfipustné feSeni, které je nedegenerované.

Spojime-li obsazena pole v tabulce vodorovnymi a svislymi ¢arami, vznikne graf. Podle
tvaru grafu lze spolehliveé urcit vlastnosti feSeni v tabulce. Plati nasledujici poucka:

tvoti-li graf, byt’ jen svou Casti, uzavieny obvod, neni feSeni v tabulce zakladni,

netvori-li graf uzavieny obvod, pak feseni je zakladni.

Graf sestrojeny z obsazenych poli tabulky 2.21. netvofi uzavieny obvod, feseni X je tedy
zakladni.

Poznamka.

1.

Obsazujeme-li pole vzdy nejvy$si moznou hodnotou, pokazdé bud’ vycerpame jednu kapacitu
nebo uspokojime jeden pozadavek, a tak vylouc¢ime z obsazovani zbyvajici pole v fadku nebo
sloupci. Vzhledem k tomu, Ze poslednim obsazenim soucasné vyCerpame posledni kapacitu a
uspokojime posledni pozadavek, je celkovy pocet obsazenych poli roven souctu fadkd a
sloupcti minus jedna. Obsazena pole rovnéz nemohou tvofit uzavieny obvod.

Reseni piikladu 12 je urCeno obsazenymi poli X;;, X5, X550, X535, X3, X541 Xg4, X45.  Vektory

sloupci koeficientil &, ; u téchto proménnych obsahuji vzdy dvé jednicky a sedm nul. Poloha

jednicek je obecné¢ urcena indexy i, j - prvni jednicka je na i-tém mist€, druha na (m + j)-tém
misté. Poucku o neuzavieném grafu pro zakladni feSeni lze tedy dokazat tak, Zze se dokaze

linearni nezavislost vektord @,,,a,,,8,,,8,3,8533,85,4,3,,, Ay
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Misto naznaceného dikazu (laskavy Ctenar si provede sdm) poucky ukazme, ze sloupcové
vektory koeficientd u proménnych, které tvofi uzavieny okruh, jsou linearné zavislé. Bez
ujmy na obecnosti uvazujme vektory a,,,a,,,83,,85,, které necht piislusi vybranym
nenulovym proménnym X,,,X,,, X3,, X3, feSeni (sestrojeny graf tvoii zjevné uzavieny
obvod). Linearni kombinace téchto vektorti s koeficienty 1, -1, -1, 1 je rovna 0 (nulovy
vektor):

@)E @E @E @E @E
I
o0 o OO0 Od BDB
e
b2 = = 0 = 40 40 400 40 40,

0o @S [15 @B @B
do do o do do
OO0 OO0 OO0 do Mg

o BH g oH o

Vzhledem k tomu, Ze metoda severozapadniho rohu nepfihlizi k sazbam, nelze o¢ekavat,
ze ziskané zakladni feSeni bude blizké optimu ¢i dokonce pfimo optimalni. Naopak, Casto je tieba
toto feSeni zlepSovat v mnoha krocich, nez se dospéje k optimu.

2.7.2.2 Indexni metoda

Metody nalezeni vychoziho zakladniho feSeni, které je jiz blizké optimalnimu, se
oznacuji jako tzv. aproximaéni metody. Indexni metoda je jeji nejjednodussi podobou. Pii
obsazovani poli pfednostné obsazujeme pole s niz§i sazbou, v piipadé¢ shodnosti sazeb
upfednostnime pole s niz§im souctem sloupcového a radkového indexu, v ptipadé shodnosti s
nizs§im fadkovym indexem.

Priklad 12 - nalezeni vychoziho zékladniho feSeni indexni metodou.

Zl ZZ Z3 Z4 ZS 6\
D, 6 9 11 3 11
100 10 110
D, 13 2 10 4 8
100 20 120
D, 10 4 11 8 1
30 100 130
D, 6 6 3 1 4
40 100 140
b, 100 100 100 100 100 500/500
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Tab. 2.22 Vychozi zakladni feSeni piikladu 12 - metoda indexni.

Reseni je uvedeno v tabulce 2.22. Tabulka obsahuje osm obsazenych poli, graf spojujici
obsazena pole netvofi uzavieny obvod - je tedy zakladnim pfipustnym nedegenerovanym
feSenim, které Ize zapsat ve tvaru matice X:

000 010 0 O
U 010020 0 oF

X = 0
00 030 01000
O O

90 040100 0f

Porovname-li hodnoty tcelovych funkei pro vychozi zakladni feSeni obdrzené metodou
severozapadniho rohu zg, =2560 K¢ a metodou indexni z,, =1770 K¢, ukazuje se, ze
indexni metoda poskytuje lepsi vychozi zdkladni feSeni (ve smyslu blize k optimélnimu) nez
metoda severozapadniho rohu.

2.7.2.3 Vogelova aproximacni metoda

Indexni metoda nalezeni vychoziho zakladniho feSeni sice prednostné obsazuje pole s
niz§imi sazbami, nékdy se vSak nevyhneme situaci, kdy je nutné obsadit i pole s pfili§ vysokymi
sazbami. Tento nedostatek odstrafiuje Vogelova aproximacni metoda (VAM), ktera bere v tivahu
pracngjsi nez obé piedchazejici metody, dostaneme vychozi zékladni feseni, které se zpravidla
jen velmi malo lisi od optimalniho, nebo je s nim pfimo totozné. VétSinou se s vychozim
zakladnim feSenim nalezenym metodou VAM spokojime jako s pfibliznym vyslednym feSenim.

Postup nalezeni vychoziho zakladniho feseni metodou VAM lze shrnout do nasledujicich
pravidel:

» pro kazdy tadek a sloupec (obecné fadu) se stanovi diference mezi dveémi nejnizsimi sazbami
v této fade (jsou-li stejné, diference je nula),

cvvr

sazbou,
» tadu s vyCerpanou kapacitou nebo uspokojenym pozadavkem z dalsiho postupu vyloucime,

« znovu stanovime diference; pokud byl vynechan fadek, pfepocitaji se sloupcové diference a
naopak,

» vySe uvedenym zptisobem postupné obsazujeme pole tak dlouho dokud nezistane jedna tada
nebo jeden sloupec,

cvvr

sazbou z hlediska tfadku i sloupce, ktery obsadime; v piipadé nékolika sedlovych bodt
obsadime ten, pro ktery je soucet fadkové a sloupcové diference nejvetsi,

« neexistyje-li v fadach s nejvyssi diferenci ani jeden sedlovy bod, pak stanovime tzv. druhé
diference; druha diference je rozdil mezi druhou nejnizsi sazbou v fad¢ a mezi nejnizsi
sazbou v fad¢ kolmé na plivodni; vybereme fadu s nejvyssi druhou diferenci a v ni obsadime
pole s nejnizsi sazbou.

Priklad 12 - nalezeni vychoziho zékladniho feseni metodou VAM.

70



Vypocet je proveden v tabulce 2.23. K plivodni tabulce jsou pfipojeny dalsi fadky a
sloupce pro diference, ptip. druhé diference (jsou uvedeny jako druhé ¢islo za carkou). Nejvétsi
diference jsou vyznaceny tu¢né, sedlové body jsou oznaceny hvézdickou.

Reseni je nedegenerované a spliiuje pozadavky na zékladni piipustné feseni. Hodnota
jednotliva zakladni pfipustna feseni od optimalniho vsSak lze zodpovédét az po testu optimality,
ptip. nalezeni optimalniho feseni.

Z Z, Z, Z, Z, a diference
D, 6 9 11 3 11
100 10 110 3 |13 |3 |6
D, 13 2 10 4 8
70 50 120 2 (2 (2 |2
D, 10 4 11 8 * 1
30 100 130 3 |13 (45|44
D, 6 6 3 * 1 |4
100 40 140 2 (3 |5
bj 100 100 100 100 100 500/500
0 2 7 2 3
diference| 4,6 2 1
2 4,4

Tab. 2.23 Vychozi zakladni feSeni ptikladu 12 - metoda VAM

2.7.3 Test optimality

Test optimality lze pouzit pro libovolné zakladni nedegenerované feseni. Postup pro
degenerované feSeni je uveden v kapitole 2.7.5. Je zaloZen na porovnani sazby c¢; s tzv. nepfimou

sazbou cl;. v kazdém neobsazeném poli. Nepiimé sazby se vypocitaji nasledujicim zplisobem:
1. Stanovi se pomocna fadkova Cisla u, i = 1, 2, ..., m a sloupcova Cisla Vi, J = 1,2, ..,n
(okrajova cisla) dle piedpisu:
a) Pro obsazena pole sestavime rovnice
wtv, =¢, (2.7.6)
tj. pro takové kombinace i, j, pro kter¢ x> 0.
b) Jedno z pomocnych €isel u, nebo v, polozime rovno nule, ostatni vypocteme z rovnic
(2.7.6) - pro (m + n) proménnych mame (m + n - 1) rovnic.
2. Pro neobsazena pole vypocteme nepiimé sazby cz"i Z rovnic

c. =u + Vi, 2.7.7)

y

arozdily A; z rovnic
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A =c —-c,. (2.7.8)

ij ij ij
4 ~ o v r I — 4 4 . I v
Pro obsazena pole ziejmé plati ¢;; = ¢;, na neobsazenych polich jsou sazby c; a ¢; obecné
ruzné. Jestlize plati na vSech polich clfj —¢; <0, je feSeni optimilni. Je-li alespofi na

. . .
Jednom (neobsazeném) poli ¢

jiné feseni s niz§i hodnotou ucelové funkce.

—c > 0, pak testované FeSeni neni optimalni a lze nalézt

Poznamka.

S vyhodou lze polozit rovno nule pomocné c¢islo pro takovou fadu, ktera ma nejvice
obsazenych poli.

Priklad 12 - test optimality vychoziho zakladniho feSeni.

Podrobme testu optimality vychozi zakladni feSeni vypoétené indexni metodou. Reseni
vypoctené v tabulce 2.22. je nedegenerované, lze tedy pfistoupit k vypoctu pomocnych cisel. Pro
obsazena pole sestavme rovnice podle ptredpisu (2.7.6):

+v =6 +v, =11 u, +v, =11 u, +v, =l

Y i U 3 3 3 4 4 ' (2.7.9)

u, +v, =2 u, +v; =10 u, +v, =3 u, +v; =1
Vzhledem k tomu, Ze nejvice obsazenych poli obsahuje tfeti sloupec, je vyhodné volit
odpovidajici pomocné sloupcové ¢islo v; rovno nule (vyskytuje se ve ¢tyfech rovnicich (2.7.9).
Ostatni pomocna Cisla vypocteme z rovnic (2.7.9). Tedy:

w=11 =10 =11 u =3

. (2.7.10)
v =5 v, =8 v, =0 v, =2 v, = -0
Pro neobsazena pole vypo¢teme nepiimé sazby ¢;; dle rovnice (2.7.7):
q = 3 a, =9 Gs =
G = 5 G, =8 ¢s= 0
21 24 25 , (2.7.10)
G = 6 =3 Gy =9
Cy = 2 Cp =75 Gs = =7
a rozdily mezi nepiimymi a pfimymi sazbami dle rovnice (2.7.8):
A,= -6 A, =6 A =-10
A, = -8 A, =4 A, = 8
2 # » . (2.7.11)
A, =4 A, = -1 A, =1
A, = -8 A, =-11 A, = -1

Pro tfi neobsazené pole je rozdil A; kladny - pro D,Z,,D,Z,,D,Z . Vychozi zékladni feSeni
nalezené indexni metodou tedy neni optimalni.

Vypoclty spojené s testem optimality jsou natolik prihledné a jednoduché, Ze se vétSinou
provadé&ji pfimo do tabulky. Staci si uvédomit, Ze soucet fadkového ¢isla u; a sloupcového ¢isla
v, musi byt roven sazb¢ ¢; v poli na pruseciku i-t¢ho fadku a j-t¢ho sloupce, pritom pole musi

byt obsazeno. Soucet fadkového a sloupcového cisla poskytuje neptimou sazbu ¢ v poli
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priseciku i-t¢ho tfadku a j-tého sloupce a pocita

polich muize slouzit ke kontrole vypoctu.

se jen pro neobsazena pole. Na obsazenych

Z, Z, Z, Z, Z a radk &
D, 6|6 11 |6 -10 11
100 3 (10 1110 11
D, |[-8 13 2 10 |4 -8 8
5 (100 20 0 |120 10
D, |-4 10| -1 111 1
6 30 100 130 1
D, |[-8 6|-11 6 3 -11 4
-2 -5 |40 100 —7 | 140 3
bj 100 100 100 100 100
sl |-5 -8 0 -2 -10

Tab. 2.24 Test optimality vychoziho zékladniho feseni ptikladu 12.

Teoretické zdiivodneni testu optimality je zaloZzeno podobné jako u simplexové metody
na vlastnostech dualniho modelu. Dualni model k dopravnimu modelu (2.7.1) - (2.7.5) lze

vyjadiit:

Hledame vektor

u= [ul,...,um,vl,...,vn],

(kde proménné u,,...,u

m

se vztahuji k prvnim m rovnicim soustavy (2.7.2) a proménné v,,...,V,

(2.7.12)

n

k poslednim # rovnicim), vyhovujici vlastnim omezenim

u, + v, < ¢
u, +v, <cp,
u, +v, < ¢, (2.7.13)
u, + v, < ¢y,
uln + Vﬂ S cmn
a maximalizujici funkci
f=au, +au, +...+a,u, +bv +...+bv . (2.7.14)

Pro dané zakladni nedegenerované feSeni X’ vypocteme sdruzené fesSeni u’ tak, Ze
teSime (m + n - 1) nerovnosti soustavy (2.7.13) odpovidajicich (m + n - 1) kladnym prvkim X
jako rovnice (viz véty o dualité str. 51). Pak dosadime vypo&tené sdruzené feseni u’ do ostatnich
nerovnosti soustavy (2.7.13). V testu optimality oznaCujeme levé strany nerovnosti (2.7.13), tj.
souCty u;, + v, jako nepiimé sazby c;. Vyhovuje-li sdruzené feSeni u’ viem nerovnostem
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(2.7.13), tj. jestlize ¢; — ¢, < 0, pak u’ je piipustnym FeSenim dualniho modelu a podle v&t o

dualité (str. 51) jsou X" i u’ optimalni. Neni-li u” pfipustné, neni X optimalni.

2.7.4 Prechod na nové zakladni FeSeni

Jestlize test optimality nepotvrdi vychozi zakladni feSeni jako optimalni, vypocet
pokracuje prechodem na nové zakladni feSeni s niz§i hodnotou ucelové funkce. Nové zakladni
feSeni hledame nasledujicim postupem:

1. Vyhledame v tabulce vychoziho zakladniho feSeni pole, kde rozdil A[j je nejvétsi (kladny).
Na toto neobsazené pole je nutné presunout jistou prepravu tak, aby byly zachovany soucty

sloupct a fadki. Pole nazyvame nove obsazované pole.

2. K nové obsazovanému poli vyhleddme mezi obsazenymi poli ve vychozim zékladnim feseni
takova pole, ktera budou tvofit spolu s nové obsazovanym polem uzavieny okruh. Pro
nedegenerované feseni vzdy lze takovy okruh nalézt a je jediny.

3. Na nov¢ obsazované pole umistime pfepravu, kterou ozna¢me ¢. Pak na polich uzavieného
okruhu s timto polem stidavé odec¢itame a pric¢itame piepravu ¢. Radkové a sloupcové soucty
tak zistanou nezménény - v kazdé fadé je pole s (+ ¢) i pole s (- ).

4. Ptepravu ¢ ur¢ime jako nejmensi pfepravu umisténou na polich uzavieného okruhu, na nichz

se ¢t odecitd. Tim se zaruci jednak nezapornost nového feSeni, jednak bude nové feseni opét
zakladni, nebot’ na uzavieném okruhu se jedno z poli stane neobsazenym a okruh se pierusi.

Provedenim naznacenych souctli a rozdilt (xij + t) dostaneme tedy nové zakladni

feSeni, které podrobime opét testu optimality, pfitom toto nové zakladni feSeni zaujme misto
vychoziho zakladniho feSeni.

Priklad 12 - ptechod na nové zékladni feSeni.

Naleznéme nové zakladni feSeni k vychozimu zékladnimu feSeni nalezenému indexni
metodou a podrobenému testu optimality (se zapornym vysledkem). V tabulce 2.24. je nejvetsi
rozdil Ay v poli D,Z,, s nim tvofi uzavieny okruh obsazend pole D,Z,,D,Z,,D,Z,. Pole
D,Z, obsadme zatim neurenou pfepravou 7, kterou budeme stfidavé odecitat a pficitat na
ostatnich polich okruhu, jak naznacuje tabulka 2.25 - odecitat se bude na polich D,Z,,D,Z,,
pficitat se bude na poli D,Z ;.

Zl ZZ ZS Z4 ZS a
D, 6 9 11 3 11
100 10 - t +t 110
D, 13 2 10 4 8
100 20 120
D, 10 4 11 8 1
30 100 130
D, 6 6 3 1 4
40 +1 100 - t 140
b, 100 100 100 100 100 500/500
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Tab. 2.25 Navrh nového zakladniho feseni - uzavieny okruh pro pfesun prepravy.

Minimalni hodnota ptepravy na polich okruhu, na kterych se bude ode¢itat, je x,; =10
na poli D,Z,, tedy t =10. Tabulka 2.26. piedstavuje nové zakladni feSeni po provedeni operaci
na polich okruhu naznacenych v tabulce 2.25.

Zl ZZ Z3 Z4 ZS q
D, 6 9 11 3 11
100 10 110
D, 13 2 10 4 8
100 20 120
D, 10 4 11 8 1
30 100 130
D, 6 6 3 1 4
50 90 140
b 100 100 100 100 100 500/500

Tab. 2.26 Nové zakladni feseni.

Vyjadieme jes$té zménu (ubytek) ucelové funkce pii prechodu na nové zakladni feseni.
Ucelova funkce z' vychoziho zékladniho feSeni dle tabulky 2.22. je

Z0Z Gy GaXyy F OpXy F Xy FOXy e HCXy HCOuXy,

Gi¢elova funkce z* néavrhu nového zakladniho feseni dle tabulky 2.25. je
2 _
z0 =Xyt (x13 - t) T Ol F CpXyy F Cp3Xyy T Oy F CyXys
tey, (x43 + t)+c44 (x44 B t)

Rozdil Az u¢elovych funkei je pak

Dz =z =z = =gt +q,t +eut —cut.
Dosadime-li za sazby na obsazenych polich pomocna fadkova a sloupcova €isla #; a v; (pfitom

pole O,Z, povazujeme za dosud neobsazené), dostaneme po upravé hledany vztah pro ubytek
ucelové funkce

— — — — — —_ ! —
Az = t( U —vytey tu, v,y V4)_ t(cl4 014):
nebot’ ©, + Vv, = ¢, znaci nepfimou sazbu na neobsazeném poli. Uvedeny vztah vysvétluje
volbu obsazovaného pole v pfechodu k novému zakladnimu feseni: obsazeni pole s maximalnim

kladnym rozdilem nepfimé a pfimé sazby zaru¢i maximalni ubytek uUcelové funkce. Tento
vysledek lze zobecnit:

-z = t(c;j - Cg),

tedy ubytek ucelové funkce je roven soucin presunované prepravy a rozdilu nepfimé a pfimé
sazby na nov€ obsazovaném poli.
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2.7.5 Degenerované reSeni

Zakladni degenerované feSeni obsahuje méné nez (m + n - 1) obsazenych poli. Graf
spojujici obsazena pole neni souvisly. Nelze vypocitat pomocna fadkova a sloupcova ¢isla (malo
rovnic) a nelze ke kazdému neobsazenému poli najit uzavieny okruh z obsazenych poli.
Pokracovani vypoctu pro degenerované zakladni feSeni je mozné az po formalnim odstranéni
degenerace.

Vhodné neobsazené pole se obsadi nulovou pfepravou a je pro test optimality
povazovano za obsazené. Pole pro obsazeni nulovou pfepravou je nutné zvolit tak, aby s
ostatnimi obsazenymi poli nebyl vytvofen uzavieny okruh. V piipadé dvojnasobné, pfip.
vicenasobné degenerace se doplnuji nulové pifepravy na vice polich tak, aby celkovy soucet
obsazenych poli byl vzdy (m +n - 1).

2.7.6 Ekonomicka interpretace nepiimych sazeb a dualniho FeSeni

Pfi ekonomické interpretaci pomocnych fadkovych a sloupcovych cisel se mulzeme
obratit k ekonomické interpretaci proménnych dualniho modelu sdruzeného s dopravnim
problémem. Ekonomicky pfedstavuji u, ocenéni kapacit dodavateli a v; ocenéni pozadavkii
zékaznikl z hlediska vzdjemné vyhodnosti jejich polohy. Nepiima sazba ¢ je jejich souctem.
Lze ji chapat jako ocenéni urCité dvojice dodavatel - zakaznik z dopravniho hlediska, tedy jako
ocenéni cesty od dodavatele D, k zakaznikovi Z ;. Jde v8ak o relativni ocenéni vazané na urcité
zakladni feSeni primarniho dopravniho modelu, tedy na uritou skupinu obsazenych poli, t.j.
pouzivanych cest.

Uvazujme jesté¢ jednou vychozi zakladni feSeni nalezené indexni metodou, pro které
hledame nové zakladni feSeni. Pro vybrany uzavieny okruh, po kterém se uskute¢ni piesun
prepravy lze vyjadfit nepfimou sazbu na neobsazeném poli pomoci linearni kombinace piimych
sazeb obsazenych poli (jak bylo ukazano v pfedchéazejici kapitole)

! — —
Gy =Gy —Cp T Cy.

Na uvedeny vztah 1ze pohlizet rovnéz jako na cenu ekvivalentni kombinace pieprav - viz
analogie se simplexovou metodou v kap. 2.6.7.. Nepiima sazba ¢;; pak udava dopravni naklady

na jednotku pfepravovanou od dodavatele D, k zakaznikovi Z ; po systému obsazenych poli, .

pouzivanych cest v daném zakladnim feSeni. Je-li tedy ekvivalentni kombinace pfeprav drazsi
nez piimé preprava, obsadime pole pfimou pfepravou a prejdeme k novému zakladnimu feseni.
Pro optimalni feSeni naopak neni ekvivalentni kombinace pieprav drazsi nez pifima preprava.
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3. Stochastické modely ekonomickych procesi

3.1.UVOD

Zakladnim ptedpokladem pouziti deterministickych modelii je existence funkéniho
vztahu mezi proménnymi. Takovy funkéni vztah je Casto GCelnou abstrakci v tom smyslu, Ze
skute¢ny vztah mezi proménnymi muize mit ndhodny charakter, ale odchylky od funkéniho
vztahu jsou zanedbatelné, resp. ndhodné vykyvy jsou malé ve srovnani s urovni procesu. V
opa¢ném piipade je nutné pouzit modelt stochastickych napf. pii hromadéni jednotek, které maji
byt uréitym zplisobem obslouzeny (osoby v prodejné, telefonni hovory, stroje ¢ekajici na opravu)
nebo které maji zabezpecit plynulost urcitého procesu (vyrobky na sklad€) nebo se postupné
opotiebovavaji (dopravni prosttedky, vyfazované a opotfebované stroje). VSechny tyto jevy maji
fadu spole¢nych rysi a pravé t€émi se zabyvame pii zkoumani stochastickych procest. K jejich
popisu lze s vyhodou pouzit aparatu poskytovaného teorii markovskych procest, kterd v podstaté
popisuje jisty pravdépodobnostni vyvoj stavu systému v Case.

3.2. STOCHASTICKE PROCESY MARKOVSKEHO TYPU

Z hlediska matematické teorie se stochasticky proces zavadi jako soustava nahodnych
veli¢in {X (t),t 0 7} , kde mnozZina T vétSinou znaéi mnozinu Gasovych okamzikd, nahodna
veli¢ina napf. X (l) reprezentuje stav systému v ¢ase "1" atd. Pfedpokladame tedy, Ze systém se
mize nachazet v jednom z s stavi X, X,,...,X . Mnozina vSech stavil stochastického procesu se
zpravidla oznacuje jako stavovy prostor. Pravdépodobnost, Ze se systém nachdzi v
okamziku n (n = 0, 1, 2, ...) pravé ve stavu X; (i = 1, 2, ..., §), budeme oznacovat p, (n),
vektor pravdépodobnosti p (n) = [p1 (n), )22 (n), ces Dy (n)], n=20,1 2, .., se nazyva
pravdépodobnostnim vektorem stavu systéemu v okamziku n. Pritom vzdy plati

0< pi(n)Sl a zpi(n):l pro vSechna i a n.

Vektor p(O) budeme nazyvat pravdépodobnostnim vektorem pocatecniho (vychoziho) stavu
systému.

Predpokladejme, ze systém mize v Case pfechdzet z jednoho stavu do druhého, pfitom
pravdépodobnost prechodu systému ze stavu X do stavu X; (i, j = 1, 2, ..., s) miize zaviset
pouze na tom, ve kterém stavu se systém nachazi v daném okamziku a do kterého stavu ma prejit
v nésledujicim okamziku, nebo také na tom jakymi stavy systém prochazel diive, nez dospél do
stavu X. Pokud pfipustime prvni moznost, ozna¢ime pravdépodobnost pfechodu systému ze
stavu X; do stavu Xj v okamZiku n p, (n), i, j=1,2, .., 5). Modelem ¢asového vyvoje
takového systému (s jednoduchou pravdépodobnostni zpétnou vazbou mezi bezprostfedné po
sobé nésledujicimi stavy) je markovsky proces. Jestlize mnozina ¢asovych okamzikia 7 je

diskrétni, pak stochasticky proces nazyvame markovskym retezcem. Jsou-li vSechny
pravdépodobnosti ptrechodu pro dany proces v Case konstantni, tj. plati-li

p,0)=p,0)=..=p,.
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fikame, ze proces je homogenni (v Case). Predmétem naSeho dal$iho studia budou predev§im
markovské homogenni procesy.

Na zakladé znalosti pravdépodobnosti piechodu a vektoru stavu systému v
predchazejicim okamziku lze urcit pro kterykoliv okamzik pravdépodobnost, Ze systém se bude
nachazet v urcitém stavu (tzv. absolutni pravdépodobnost stavu), z rovnice

s

P, (h+1)= Zpi (n)EbU , j=1,2,..,5. (3.2.1)

i=1

Napt. pro n = 0 to znamena, ze v okamziku "0" se mize vyskytnout libovolny stav, z n€hoz se

prechazi do stavu j v okamziku "1". Nazornéji lze situaci ilustrovat na rozepsaném tvaru rovnice
(3.2.1)

D (1) = D (0)@11 + pz(o)@m ...t p (0)g7sl
P> (1) = D (0)@12 P, (O)Ebzz ...t p (O)Ebsz . (3.2.1a)

Py (1) = D (O)Ebls t D, (O)Ebzs ...t p (O)Ebss

ZapiSeme-li pravdépodobnosti pfechodii systému do tvaru matice

P15 Pias -es P U

O O
P = EP.ZI’ P> -5 Pos

0 : T
U [
[Ps1> Pszs> oo Py [

(3.2.2)

muizeme soustavu rovnic (3.2.1) proj =1, 2, ..., s zapsat v maticovém tvaru

p (n+1)=p (n)P, (3.2.3)

p (n), p (n + 1) predstavuji fadkové vektory stavu systému v okamzicich n a n + 1. Matici P

nazyvame matici prechodu systému, nebo také stochastickou matici. Pro prvky matice pfechodu
plati

0<p, <1, ij=1,2 ..

Zp,.j =1, i=1,2,..,s. (3.2.4)
J=1

Z rovnice (3.2.3) dostaneme postupné pron =0, 1, 2, ...

(3.2.5)

b ()=p O)P.

Markovsky homogenni proces je tedy plné popsan matici prechodu P a pravdépodobnostnim
vektorem vychoziho stavu p(O) (vektorem absolutnich pravdépodobnosti vychoziho okamziku)
za ptedpokladu jednoduché vazby a jeji neménnosti.
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Pravdépodobnostni model je definovan pro urcité abstraktni jevy. Pii konkrétnim

zkoumani jsme nuceni parametry tohoto modelu odhadnout pomoci pozorovanych velicin
(vybérovych relativnich Cetnosti, vybérovych priméri apod.). Tyto postupy jsou predmétem
teorie statistického odhadu.

V nasledujicim jsou uvedeny vétSinou bez dikazu nékteré z dulezitych vysledkt teorie

markovskych procesu:

1.

Jestlize matice P je stochasticka, tj. pro jeji prvky plati rovnice (3.2.4), jsou stochastické i
matice P?,P3,... .
Jsou-li fadky stochastické matice P stejné, pak P* = P, k=1,2,3, ....

Lze-li matici P pfevést vhodnym piecislovanim stavi na tvar

0
A % (3.2.6)
%’DD

kde A a D jsou ¢tvercové submatice matice P a 0 znac¢i nulovou matici, fikdme, Ze matice P
je rozlozZitelna.

Lze-li matici P pfevést vhodnym piecislovanim stavi na tvar

0
A % (3.2.7)
BjDD

kde A a D jsou ¢tvercové submatice matice P, pak pravdépodobnost, Ze systém se dostane
do nékterého stavu odpovidajiciho mnoziné D, monoténné klesa s riistem poctu prechodt
(. s casem). Stavy odpovidajici mnozin¢ D oznaCujeme jako tranzientni, stavy
odpovidajici mnoziné A jako rekurentni.

Lze-li matici P pfevést vhodnym piecislovanim stavli na tvar

% 0%, (3.2.8)

kde 0 je ctvercova matice, pak liché mocniny matice P budou tvaru (3.2.8), zatimco sudé
mocniny P budou tvaru (3.2.6). Systém bude oscilovat mezi dvéma podmnozinami svych
stavll a nazyvame jej proto periodicky.

Neni-li matice prechodu P rozlozitelna ani periodicka, existuje vektor
p:ligp (n): 1,pz,...,ps]. (3.2.9)

Soutadnice vektoru p nezavisi na vektoru pocatecniho stavu p (0) V takovém pftipadé
fikame, Ze systém je ergodicky (nebo také statisticky stabilni). Soufadnice p,, p,, ..., p,

vektoru p lze interpretovat jako podily celkové doby, kterou systém stravi ve stavech 1, 2,
..., 8 v rdmci dosti dlouhého ¢asového obdobi. Vektor p byva proto také nazyvan vektorem
ustalen¢ho (stacionarniho stavu) systému.

Pro matici pfechodu P, kterd charakterizuje ergodicky proces, plati

limP" =P, (3.2.10)

n— o

kde matice P je stochasticka matice, jejiz kazdy radek je stejny a rovny vektoru p:
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D711’p12’ -5 Dis ) Lpys Pys--- P 0
O O

s Poseevs Pog P1> Pas -5 Py

P =1l 9021 O = O 32.11

,lnim 0~ o: 0 (3-2.11)
O 0O O

g?sl’pSZ""’pssD (P> Prs -5 P
Polozime-li v ptipadé ergodického procesu v rovnosti (3.2.5) p (0) = p a piejdeme-li k
limité pro n — ©o,

limp (n)=limp[P",

dostaneme

p=plP. (3.2.12)
Vzhledem k (3.2.2) musi platit také

p = plP.
Z této rovnice a z podminky

Z p =1

i=1

lze numericky stanovit slozky vektoru p ustdleného stavu. Pro staciondrni
pravdépodobnosti (slozky pravdépodobnostniho vektoru v ustaleném stavu) plati

= hm z I (3.2.13)

S =y
(k) - : k . iy ey
kde p; jsou prvky matice P, které¢ se blizi veli¢inim p,.

Hodnoty stacionarnich pravdépodobnosti nezavisi na vektoru vychozich pravdépodobnosti
a mohou se neustale vyskytovat vSechny stavy - takovy fetézec nazyvame pozitivné
regularnim fetézcem.

Priklady:

1. Ergodicky proces popisuje stochasticka matice

_&s0

P= % 20

s
vypoctéte druhou a Ctvrtou mocninu matice a limitni (stacionarni) pravdépodobnosti. Matice
mize napf. reprezentovat model procesu stroje, ktery se mize nachazet ve dvou stavech - v

provozu nebo v oprave. Stacionarni pravdépodobnosti pak predstavuji celkovou dobu stravenou v
pfislusném stavu za delsi obdobi.

2. Jestlize se v stochastické matici objevuji stavy, pro které plati p, =1, nazyvame je
absorpcnimi stavy. V takovém stavu proces kon¢i. Dostane-li se jednotka do tohoto stavu, je zde
pohlcena. Ostatni stavy nazveme piechodné (tranzientni). Interpretace matice miize byt napt. opét
model procesu stroje, ktery se po vyfazeni z provozu jiz nevraci do provozu.
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3. Model periodického procesu miize reprezentovat v nejjednodussim piipade stochasticka matice

10
"TH o

Oba stavy se periodicky opakuji. Vyjadrete liché a sudé mocniny stochastické matice.

3.3. STOCHASTICKE PROCESY S HODNOCENIM A JEJICH OPTIMALN{
RIZENI{

V piedchédzejicim vykladu byla vénovana pozornost pouze pravdépodobnostni strance
stochastickych procesi. V uréitych modelovych ekonomickych situacich nas v§ak mohou zajimat
hodnotové dasledky spojené s piechody mezi stavy nebo setrvanim v uréitych stavech (napft.
zisk, naklady nebo ztraty) - obecné je budeme nazyvat prinosy procesu. Hledame tedy métitko
ocenéni stavi a prechodl, které¢ budeme oznaCovat jako sazby. Matici pravdépodobnosti
prechodu tedy ptifadime matici ocenéni (sazeb) jednotlivych prechodi

)5 Ny oees 1y O

4
7 7
R = 2 200 7 3.3.1
G 1 (3.3.1)
U [l
|__’rsl9r329"'9 rssl]

Ocenéni jednotlivych pfechodt je vychodiskem zkoumani za vét§i pocet ¢asovych
intervald. Vysledkem je pak stfedni hodnota budouciho vynosu za n casovych intervalt za
predpokladu, Ze proces zacina ve stavu i. Pfitom existuji dvé zakladni situace: hodnotovou a
pravdépodobnostni stranku stochastického procesu bud’ nemiizeme ovliviiovat nebo ji v uréitych
diskrétnich okamzicich mtizeme ovlivnit vybérem jedné z variant, které jsou k dispozici, pricemz
se tyto varianty lisi jak v pravdépodobnostech pfechodu p, tak v pfinosech 7. V druhém piipadé
(mizeme ovliviiovat proces vyb&rem urcité varianty) ma pak smysl hledat takovou (optimalni)
posloupnost variant, ktera by maximalizovala stiedni hodnotu celkového prinosu.

Uvazujme nejprve prvni piipad, kdy stochasticky proces nemtizeme ovliviiovat. Celkovy
ptinos procesu, ktery uskutecni n pfechodii je hodnota ndhodné veliiny, kterd obecné zavisi jak
na poctu piechodd, tak na vychozim stavu. Ozna¢me v, (n) stfedni hodnotu celkového piinosu

procesu, ktery je na pocatku v i-tém stavu a uskutecni n prechodti. Pro v, (n) plati rekurentni

vztah
N
V[(n) = Zpij [ry + v; (l’l - 1)]> (3.3.2)
J=1
resp.
N N
Vi(n) = Zpijrij + Zpijvj(n - 1)> (3.3.2a)
J=1 J=1

kde prvni ¢len na pravé strané vyrazu (3.3.2a) je stiedni hodnota pfinosu spojeného s jednim
prechodem ze stavu i a druhy Clen je stfedni hodnota pfinosu procesu, kterému do konce zbyva
n — 1 ptechodt a je s pravdépodobnosti p, ve stavu 1, p, ve stavu 2, atd. Prvni ¢len vyrazu
(3.3.2a) nezavisly na poctu prfechodli ozna¢me ¢g;. Potom Ize psat
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= i n—l , kde ¢, = Zpy

Jj=1
resp. ve vektorové forme
v(in)=q +PO(n -1). (3.3.3)

Uvedeny vztah tedy vyjadiuje stfedni hodnotu vynosu podminéného uréitym vychozim stavem,
ktery o¢ekavame po n ptistich obdobich, a to s pomoci stiedni hodnoty vynosu jednoho obdobi a
pomoci matice pravdépodobnosti prechodu a stfedni hodnoty vynosii, které o¢ekavame v ptistich
n — 1 obdobich.

Uvazujme nyni druhy ptipad, kdy zkoumany proces miizeme ovlivitovat vybérem jedné z
variant, které jsou k dispozici. Pfedpokladejme, Ze je-li proces v i-tém stavu, mizeme volit mezi
k; variantami (1, 2, ..., k;). Po¢ty variant mohou byt pro rizné stavy rizné.

Zaved’'me oznadeni

p; - pravdépodobnost pifechodu ze stavu i do stavu j pii k-té varianté,

k

7 - ptinos z pfechodu procesu ze stavu i do stavu j pii k-té variante.

Ulohu Ize potom formulovat tak, Ze hleddme takovou posloupnost variant, ktera bude
maximalizovat stfedni hodnotu celkového prinosu, ktery je na pocatku v i-tém stavu, uskuteéni n

piechodil a je optimaln€ (ve smyslu maximalizace) fizen. Pro v, (n) plati vztahy analogické k

(3.3.2) az (3.3.3) s tim rozdilem, Ze jsou obohaceny o maximalizaci provadénou pfes mnoZzinu
variant pfislusnou k i-tému stavu.

Tedy

v.(n) = max Zpy [r +v, (n - 1)] (3.3.4)

Jj=1

Vztah (3.3.4) lze upravit analogicky jako vztah (3.3.2) zavedenim veliCiny ¢;. K zahajeni vypoctu
je nutné stanovit hodnoty v, (n) pron=0ai=1,2,.., N. Zdefinice v, (n) je patrné, ze v, (O)
je stfedni hodnota celkového pifinosu procesu, ktery je - v i tém stavu, a jiz neuskutecni zadny
piechod, tj. skoncil ve i-tém stavu. Je to tedy jakysi jednorazovy pfinos plynouci z toho, Ze
proces skon¢i v i-tém stavu. Pokud nam tedy nezalezi na stavu, v kterém proces skonci, lze
polozit

v, (0) =0 proi=1,2,...N.

Vztah (3.3.4) je typickym rekurentnim vztahem dynamického programovani s obvyklym obratem
na feSeni ulohy "odzadu" se zdznamem mezivysledkd, které jsou nasledné uzity ke konstrukci
optimalniho fizeni vzhledem k libovolnému vychozimu stavu.

3.4. PROCESY SE SPOJITYM CASEM

V ftad¢ stochastickych procesit dochazi ke zménam stavu procesu v libovolnych
okamzicich. Proces se stavy X, je definovan pro realné hodnoty ¢asu . V takovych piipadech

82



jsou pfedmétem zkoumani misto pravdépodobnosti jist¢ limitni veli¢iny. Zaved’'me nasledujici
limitni veli¢iny:
. pi\t+Ot . 1=p t+At
a, = hmg,aﬁ = hmM.

Yon-o0 Nt A-0 Nt
Tyto limity nazyvame intenzitami pravdepodobnosti prechodu. Zatimco pro i # j maji intenzity
& vyznam intenzity pravdépodobnosti pfechodu analogicky k pravdépodobnosti pfechodu [

mezi stavy I a j, &, vyjadfuje intenzitu pravdépodobnosti opusténi stavu i na rozdil od
pravdépodobnosti [ setrvani ve stavu i.

Matici pravdépodobnosti prechodu mezi okamziky ¢ a ¢ + Af vyjadiime pomoci intenzit
pravdépodobnosti ptechodu:

A-a,Mt, a,l, ..., a At

0 0
1-
P(rs+o1) 00 @ty 17800 a”AtB=

E a, N, a,l, ., l—aSSAtE

Gray, ayp, - a B
Ayy =y eer Ay
:E+Atg o ? B (3.4.1)
o 0
|:| asl’ as2’ R _assD

kde E je jednotkova matice. Vzhledem k tomu, ze pro pravdépodobnosti plati

2 Pi=t
=

musi byt fadkové soucty matice intenzit &  nulove, t.j
s
—a; + z a; =0, i=1,2,..,9).
JEi

Oznacime-li matici intenzit A, miizeme vyjadfit vztah pro absolutni pravdépodobnosti prechodu
mezi okamziky fat + At

p(t + &) =p()P(e + Ar) = p()(E + ArA), (3.4.2)

Postupnou tpravou rovnice (3.4.2) a limitnim pfechodem pro At — 0 dostaneme

p(r + AAtz) -pl() _ p() A,

a dle definice derivace

. t+ At) - ple ,
i}%p( At) p() - ()

pak mame vektorovou diferencialni rovnici pro vektor absolutnich pravdépodobnosti
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p'(t)=p()A. (3.4.3)

Jestlize pfedmétem naSeho zkoumani nebudou prechodové jevy procesu, ale chovani
procesu v ustdleném (stacionarnim) stavu, pak pro vektor absolutnich pravdépodobnosti
staciondrniho stavu plati rovnice

p(t)A =0, (3.4.4)
nebot p'(t) = 0 pro. t - o

VyuZzijme rovnici (3.4.3) pro vyjadieni ¢asové zavislosti vektoru pravdépodobnosti ve
specialnim pfipad€, kdy jsou mozné jen prechody mezi "sousednimi" stavy, tj. ze stavu n lze
prejit jen do stavu N—1, setrvat ve stavu n nebo piejit do stavu N+ 1. Ptipad jesté zjednodusme
podminkou, ze systém nemuze piejit do stavu N—1, ale je mozné jen setrvani ve stavu nebo
ptechod do stavu N+1. Pocet stavii neni omezen. Intenzita ptechodu je konstantni a oznaéime ji
A . Matici intenzit pravdépodobnosti pfechodu pak 1ze vyjadrit

FA A 0 0 0 ..0
O O
0-A A 0 O ..

A =0 O (3.4.5)
0o 0-A A 0 ..O
O . O
o O

Jednotlivé stavy mohou napf. reprezentovat ptitomnost poctu 0, 1, 2, ... jednotek v systému. Pro
pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych stavii dostaneme z rovnice (3.4.3)

pé(f) = - /\po(t)
pi(e) = 2p () = A, ) -
p't), = ap, () - Ap,(0)

ReSenim soustavy diferencidlnich rovnic dostaneme vyjadieni pravdépodobnosti p, (t), e v

Case ¢ bude systém ve stavu n, tj. bude obsahovat # jednotek pti definované pocatecni podmince
Do (O) =1, ktera znamena, ze v okamziku "0" je systém prazdny (je ve stavu "0"), ve tvaru

p. ()= ) . (3.4.6)

n!

Obdrzené rozdeéleni pravdépodobnosti stavii je znamo jako Poissonovo rozdéleni. V
naSem pripadé udavaji hodnoty tohoto rozdéleni pravdépodobnosti vyskytu z jednotek v dobé ¢
pii intenzit& vyskytu (vstupu) A . Takto charakterizovany proces vstupti se nazyva Poissoniv.

Zatimco Poissonovo rozdéleni udava pravdépodobnost rozdéleni poctu jednotek, Casto se
zajimame také o rozdéleni casovych intervalit mezi vstupujicimi jednotkami. Pravdépodobnost, ze
v intervalu od 0 do # nedoslo k Zadnému vstupu, je z Poissonova rozdéleni

Py (t ) - e
Pravdépodobnost, Ze v tomtéz intervalu dojde alespoii k jednomu vstupu je pak
Bolt)=1-py()=1-¢".

Tuto pravdépodobnost mizeme interpretovat také tak, Zze ndhodnd proménna doby prvniho
vstupu 7 je mensi nez ¢, tj.

P(T<t)=1-e.

-At
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To je vlastn€¢ distribuéni funkce doby mezi dvéma vstupy. Odpovidajici funkce hustoty
pravdépodobnosti je pak jeji derivaci

)= 2e™, (3.4.7)

tedy exponencidlni.

Poissonovo rozdéleni poctu jednotek je tedy ekvivalentni exponencidlnimu rozdéleni dob
mezi vstupy.

Podobnym zptisobem lze modelovat ubyvani jednotek v systému, tedy Poissonovym
rozdélenim vystupy a exponencialnim rozdélenim doby mezi vystupy.
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4. Modely hromadné obsluhy

4.1 UVOD

Teorie hromadné obsluhy, né¢kdy oznaCovana téz jako teorie front, zkouma kvantitativné
procesy hromadného charakteru, které jsou charakterizovany vznikem pozZadavkii spojenych s
uréitymi jednotkami vyzadujicimi obsluhu, tj. provedeni jistych operaci. Vlivem omezené
kapacity obsluhy mutze dochazet k hromadéni (Cekani) jednotek s naslednym uspokojenim
pozadavku nebo odmitnutim obsluhy. V systémech, které jsou pfedmétem studia teorie hromadné
obsluhy, lze identifikovat dva zakladni prvky: jednotky - poZadavky, zdkaznici, které vyzaduji
obsluhu a prvky, které obsluhu poskytuji - obsluzna zarizeni, linky, kanaly.

Se systémy uvedeného charakteru se setkdvame v celé fad¢ redlnych situaci. Napf. pfi
studiu vyrobnich linek 1ze povazovat jednotlivé stroje za obsluzné kanaly a polotovary vyrobkl v
ruzném stupni rozpracovanosti za obsluhované jednotky. Podobného charakteru je pruchod
pacientl siti zafizeni polikliniky, zpracovani informaci pomoci vypocetni techniky, prijezd
vozidel silni¢ni siti, obsluhy zakaznikt v prodejné apod.

Vsechny popsané systémy maji charakter plynulych proudii pozadavkii rizné intenzity, v
kterych se vyskytuji urCité ndhodné odchylky. Pokud by tyto vykyvy neexistovaly, stacilo by
pouze vyrovnavat rychlost, resp. intenzitu vstupu jednotek do obsluzného zatizeni s rychlosti,
resp. intenzitou obsluhy.

Ptistup pfii feSeni problémd, pro které lze vyuzit teorii hromadné obsluhy, je shodny se
zakladnimi principy pouzivanymi v jinych oblastech operacniho vyzkumu. Vychodiskem je
matematicky model readlného systému, ten se pak fesi matematickymi prostredky a vysledky se
pouzivaji pro analyzu ¢i zlepSeni fizeni realného systému. Vysledky ziskané na zakladé modelu
jsou pouzitelné¢ pouze tehdy, jestlize model odrazi dostatecné piesné zakladni rysy realného
systému. Specifikujme tedy informace, které je tfeba mit k dispozici pfi vytvareni modelt
realnych situaci.

4.2 ZAKLADNI PRVKY MODELU HROMADNE OBSLUHY

Pii vytvateni matematickych modeli systémit hromadné obsluhy je tfeba specifikovat:
* vstupni tok pozadavki,
* sit obsluznych linek,
* doby obsluh na jednotlivych linkach,
» pravidla pro odchod jednotek z fronty do obsluhy (Cekaci disciplina),
* specialni rysy systému.

Vstupni tok pozadavkii se charakterizuje intenzitou, tedy stfednim poctem pozadavkil za
jednotku ¢asu. Je ziejmé, ze intenzita vstupniho toku je jednim ze zakladnich faktord, které maji
vliv na Cinnost systémti hromadné obsluhy; ovliviiuje napi. doby cekani, vyuziti obsluznych
linek, délky front apod. VétSinou prichazeji pozadavky do systému v ndhodnych okamzicich,
tedy délky ¢asovych intervalti mezi po sob¢ nasledujicimi pfichody jsou obecné spojité nahodné
veliciny, k jejichZ uréeni je tieba znat typ rozdeleni a jeho parametry.

Specifikace ptislusnych nahodnych veli¢in na zaklad¢ dat ziskanych z realného systému
se provadi metodami matematické statistiky. Ptitom mohou nastat nékteré problémy, napf.
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a) nmestacionarnost vstupniho toku - intervaly mezi ptichody jsou hodnoty ¢asové zavislych
nahodnych veli¢in; problém se fesi tak, ze doba sledovéni se rozdéli na tseky, v kterych lze
povaZovat vstupni tok za stacionarni (napf. obdobi "Spi¢kového" a "slabého " provozu,

b) nehomogennost pozadavkii - existuje n€kolik zdroji, z nichz ptfichazejici pozadavky se lisi v
naroku na dobu obsluhy, rliznou prioritou pfi zpracovani; vysledny vstupni tok je smési
nékolika toki,

¢) skupinové vstupy - pozadavky nepfichazeji jednotlivé, ale po skupinach rtizné pocetnosti,

d) zavislost intenzity vstupniho toku na stavu systému - napt. je-li pted obsluznym zatizenim
velka fronta, ¢ast pozadavkll se nechd touto skutecnosti odradit a k systému se nepfipoji
apod.

Sit" obsluznych linek se charakterizuje poctem a usporadanim. Specidlnimi pfipady
struktury sit€ obsluznych kanali jsou:

* paralelni uspotadani,

* sériové usporadani.

usporadani.
Doby obsluh. Pro jednotlivé obsluzné kanaly a jednotlivé typy pozadavkl je tfeba znat

doby obsluh, které jsou vétSinou op€t hodnoty ndhodnych veli¢in. Pfitom se mohou vyskytnout
nasledujici problémy:

a) doby obsluh mohou byt zavislé na Case a stavu systému - zména rychlosti obsluhy v
zavislosti na délce fronty, inava obsluzné linky apod.,

b) nepravidelny provoz obsluznych linek zptisobeny poruchami, tidrzbou apod..

Rad fronty je uréen pravidlem, podle kterého se piichazejici pozadavky fadi do fronty,
resp. odchazeji do obsluhy. U systému, v nichz obsluhovanymi jednotkami jsou lidé, se vétSinou
pouziva tazeni do fronty podle okamziku ptichodii. Jestlize jsou prvky nakladany na sebe, je
prirozeny opacny tad fronty - pozdé€ji prichozi prvky brani v odchodu diive pfichozim. Hlavni
typy fadu front (dle mezinarodn€ uznavané konvence) jsou:

a) FIFO (first in, first out) - v potadi ptichodu,
b) LIFO (last in, first out) - v opa¢ném poiadi ptichodd,
¢) SIRO (selection in random order) - v ndhodném poftadi,
d) PRI (priority) - podle priorit,
e) GD (general discipline) - obecny tad fronty.
Problémy, které se mohou objevit v souvislosti s ¢ekaci disciplinou, jsou napf.:
a) Casove proménné priority (zavisi napt. na dobé stravené v systému),
b) potadi zpracovani urcitych prvki je pevné dano (napf. technologii, z diivodii kompletace
celkii apod.).

Specialni rysy systemii. Nékdy nestaci k vystizeni podstatnych stranek systémii hromadné
obsluhy popis vstupniho toku pozadavkd, sité obsluznych linek, dob obsluh a fadu fronty, protoze
existuji nckteré dalsi vazby ¢i omezeni, napf. koneCny pocet cekacich mist ve fronté,

zastupitelnost obsluznych linek, netspésna obsluha vedouci k opakovanému zpracovani apod.,
které je tfeba v modelu respektovat.
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4.3 KLASIFIKACE SYSTEMU HROMADNE OBSLUHY

Popis model hromadné obsluhy zahrnuje popis vstupniho toku pozadavku, sité
obsluznych kanalt, dob obsluh, fadu front a piipadné nékterych specialnich ryst systémui. Pro
pfehlednost byla zavedena D.G. Kendallem tspornd notace, kterd kompaktné zachycuje a
klasifikuje standardni typy modelti hromadné obsluhy.

Modely jsou popsany posloupnosti znakd: "A/B/X/Y /z", kde
A - oznacuje rozd¢€leni intervald mezi ptichody,
B - rozdéleni dob obsluh,
Y - omezeni na kapacitu systému (pocet pozadavki, které mohou byt v systému piitomny),
X - pocet paralelnich kanalt,
z - fad fronty.
Na misté A, B se mohou vyskytovat symboly:
M - pro exponencialni rozdé€leni,
D - pro konstantu,
E, - pro Erlangovo rozdélenti,

G - pro obecné rozdéleni,
namisté XaY:¢islal,2,..., o,
na misté z: FIFO, LIFO, SIRO, PRI, GD.

Napt. M/D/6/0o/FIFO je zkraceny zapis pro systém hromadné obsluhy, v kterém maji
intervaly mezi ptichody exponencialni rozdéleni, doby obsluh na 6 paralelnich kanalech jsou
konstantni, neexistuje zadné omezeni na pocet pozadavkil v systému a fad fronty je FIFO.

4.4 POUZITIi MODELU HROMADNE OBSLUHY

Resenim matematického modelu rozumime v teorii hromadné obsluhy vypocéet hodnot
zakladnich charakteristik, které davaji informaci o kvalite provozu systému. Z hlediska
obsluhovanych prvkii mezi takové charakteristiky patii napt. pocet prvkii v systému, délka fronty
(pocet prvki ve fronte), doba cekani ve fronté, pravdépodobnost obsluhy bez cekani (fronta
nulové délky), doba pobytu v systému apod. Z hlediska obsluznych linek je dualezitou
charakteristikou vyuzitost (vytizenost) jednotlivych zatizeni, podil pozadavkii, které se z ditvodu
dlouhé fronty k systemu nepiipoji, doby prostojit zpisobené nedostatkem prace apod. Pokud
existuji v modelu ndhodné vykyvy, jsou i uvedené charakteristiky nahodnymi veliCinami a ve
vétsSing piipadl se v praxi spokojujeme se stiednimi hodnotami charakteristik, tedy s primérnou
délkou fronty, primérnou dobou ¢ekani apod.

Jaka je prakticka vyuzitelnost teorie hromadné obsluhy. Pro¢ vlastné vytvaret
komplikované modely, pro které je tfeba empiricky zjis§tovat u jistého poctu pozadavki intervaly
mezi jejich prichody a doby obsluh, abychom na zaklad¢ vypoctu stanovili priméry ¢ekacich
dob, primérnou vyuzitost zafizeni apod.? Neni jednodu$si méfit pfimo veliCiny, které nas
zajimaji, a vysledky statisticky zpracovat, protoze pokud model bude dobife aproximovat realny
systém, musime dospét k podobnym zavérim? VEtSinou nas ale nezajimaji charakteristiky
zafizeni, kterd jsou v provozu a v kterych nelze nic ménit, spiSe potfebujeme odpovédét na
otazky typu: Co se stane, kdyZ se v nasledujicim obdobi zvysi pocCet pozadavk, které do systému
vstupuji o 15%? K jakému prodlouzeni ¢ekacich dob povede zvySena intenzita vstupniho toku?
Postaci k zabezpeceni dosavadni tirovné ¢innosti systému ptidat jeden obsluzny kanal?
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Nebo napt. chceme veédét, jak se projevi na €innosti vyrobni linky nahrazeni urc¢itého
stroje novym s dvojndsobnou kapacitou. Je nahrazovany stroj skutecn¢ "izkym" mistem
systému? Nebo napf. pro projektovany systém chceme znat hruby odhad primérné vyuZitosti
jednotlivych obsluznych kanalli, primérnou délku fronty (aby se mohla vhodné dimenzovat
velikost "¢ekarny", skladu apod.).

Nebo si mizeme klast otazky opacného typu. Napfi. kolik by mélo byt paralelnich linek
urcitého typu, aby pii daném vstupnim toku nepiesahla primérna doba ¢ekani stanovenou mez.
Podobné lze hlavné pifi projektovani systéml hledat pfi zadanych charakteristikach kvality
provozu jeho popis.

Pro uvedené typy uloh mohou dat modely hromadné obsluhy dostateéné presné
odpovédi. Zavedeme-li dale urcitd ekonomicka kritéria ve formé ocenéni ztrdt, které vznikaji
¢ekanim pozadavkil ve frontach na jedné strané a ztrat z prostoji obsluznych zatizeni na druhé
strané, muzeme systém optimalizovat (napf. zménou poc¢tu obsluznych linek, zménou jejich
vykonnosti, zavedenim priorit pro uréité typy pozadavkl apod.), napf. ve smyslu minimalizace
sttedni hodnoty celkovych ztrat.

4.5 METODY RESENI MODELU HROMADNE OBSLUHY

Metody feSeni matematickych model systémil hromadné obsluhy lze rozdélit do dvou
hlavnich kategorii:

e analytické,
e simulacni.

Analyticky zpiisob teSeni modelt spodiva v tom, Ze na zakladé¢ parametri modelu
(parametry nahodnych veli¢in, pocet obsluznych linek apod.) ziskame vyuzitim teorie
pravdépodobnosti a jinych matematickych disciplin vysledky, které jsou funkcemi parametri
modelu, tj. napf. sttedni hodnota dob ¢ekani T,

T, =E[1)=2(p.prresp,)

kde p,, P, ..., P, jsou parametry uvazovaného modelu.

Pouze urcita cast modell, které odpovidaji realnym situacim, je v soucCasné dobé
analyticky feSitelnd (znesnadnéno slozitym typem rozdéleni nahodnych veli¢in, sloZitou
strukturou sit¢ obsluznych zatizeni, specialnimi vlastnostmi systéml apod.). Kromé¢ toho lze
analytické vysledky ziskat vét§inou jen pro tzv. staciondarni situace (pravdépodobnostni
charakteristiky systému se jiZ nemeéni s ¢asem).

Simulacnimi metodami lze ptekonat problémy analytického feSeni. Princip simulacnich
metod v oblasti hromadné obsluhy spociva v tom, Ze se vytvoii model ve formé pocitatového
programu, jehoz tkolem je ve spravné ¢asové a logické sekvenci napodobit pfichody pozadavk,
jejich fazeni do fronty, pobyt v obsluznych linkdch a vystupy ze systému. Problémy se
stochastickymi prvky se pfekondvaji tak, Zze se programové generuji hodnoty pfiislusnych
nahodnych veli¢in, a charakteristiky systému (napf. primérné ¢ekaci doby) se spoctou z udaji
ziskanych z prichodu jistého poc¢tu pozadavkii modelem.

4.6 ZAKLADNI VLASTNOSTI MODELU HROMADNE OBSLUHY

Na ptikladu obecného systému hromadné obsluhy G/G/m zaved’'me zakladni veli¢iny a
vztahy mezi nimi. Systém G/G/m tedy popisuje systém, v kterém intervaly mezi po sob¢
nasledujicimi ptichody pozadavkl jsou hodnoty obecné nahodné veli¢iny s distribu¢ni funkci
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A(t), doby obsluh hodnoty nahodné veli¢iny s distribuéni funkci B (t) a systém obsahuje m
paralelnich obsluznych linek. Rad fronty je libovolny.

N (t) - pocet pozadavkul ptitomnych v systému (ve fronté a v obsluznych linkach),
T

N - okamzik ptichodu n-tého pozadavku do systému,
t

\ - interval mezi ptichody pozadavkiina n —1 ziejmé platit =T —T _,.
Piedpokladame-li, ze t, jsou ndhodné veli¢iny s distribu¢ni funkci A(t) ,je
P(tn < l‘) = A(t) pron=1,2, ..,

X - doba obsluhy n-tého pozadavku.

n
Doby obsluh maji distribuéni funkci B(x), takze
P(xn < x) = B(x) pron=1,2, ...,.
W, - doba ¢ekani n-t¢ho pozadavku ve fronté,
S, - doba pobytu n-tého pozadavku v systému, tj. §, =W, +X,.

Odvod'me dulezity vztah mezi primérmym poctem pozadavkid a prumérnou dobou
pobytu pozadavku v systému.

Oznagime-li
alt) - pocet prichodi do systému bshem intervalu (0,z),
B(t) - potet odchodii (dokongenjch obsluh) bshem intervalu (0,¢),
pak ziejmé plati

N()=N(0)+a()+ B(r).

Celkova doba, kterou stravily v§echny pozadavky v systému béhem intervalu (0, t) ,je

/0)= [Nt

Primérma intenzita vstupu (pramérny pocet ptichodii za jednotku ¢asu) behem obdobi (0, t) je

)T,:a(t)

t

Priméma doba, kterou stravil jeden pozadavek v systému - méfeno v intervalu (0, t) ,je

f:M
al\r

N

Zavedeme-li primérny pocet pozadavkll v systému v intervalu (0, t) jako

o0

b
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miZzeme jej vyjadfit ve tvaru

N = y(t) _ V(I)Dﬂ(f) _ y(¢) DP’(I) “T A

et oal) al) ¢

Za ptedpokladu, Ze existuji limity

A=lin & Tlim
pak existuje i limita

linN,=N
a plati

N=ALT. (4.6.1)
Vztah (4.6.1) je znam pod nazvem Littleiiv vztah.

Vymezime-li systém tak, ze do n¢j nebudeme pocitat obsluzni linky, tj. vstup do obsluhy
budeme povazovat za vystup ze systému, dostaneme podobny vztah

N, =AL,, (4.6.2)
kde Nj je pramérny pocet pozadavki v nové definovaném systému, tj. ve fronté, a T je
priméma doba cekéni ve fronté.
Dale ziejmé plati, ze

T=T+E[x]. (4.63)
kde E[X] je stfedni hodnota doby obsluhy.

Pii vypoctech zakladnich charakteristik systémd hromadné obsluhy lze s vyhodou pouzit
vztaht (4.6.1), (4.6.2) a (4.6.3), kdy je znamo rozdéleni intervald mezi prichody pozadavki (a

tedy i intenzita A) a rozdéleni dob obsluhy (a tedy i E[X]), nebot’ potom staci vypocitat jednu z

veli¢in (N,N+ ,T,T+) a ostatni lze ziskat pomoci uvedenych vztaha.

4.7 JEDNODUCHY EXPONENCIALNI KANAL

Nejjednodussim pravdépodobnostnim modelem teorie hromadné obsluhy je systém s
jednim obsluznym kanalem, pfitom intervaly mezi piichody maji exponencialni rozdéleni s
hustotou pravdépodobnosti

a(t) =Xe™ pro t>0,
doby obsluh maji rovnéz exponencialni rozdé€leni s hustotou pravdépodobnosti
b(t) = pe™ pro t>0,

fad fronty je FIFO. Systém mize byt bud’ neomezeny, a pak nejsou kladena zadna omezeni ani
na velikost fronty - systém M/M/1/0o/FIFO, nebo je systém a tim také pocet ¢ekacich mist
omezen - systétm M/M/1/K/FIFO. Jako dopliikovou specidlni charakteristiku Ize napf.
predpokladat neomezeny (nekonecny) externi zdroj (mimo systém hromadné obsluhy).

I kdyz s ptipadem modelovanym takto jednoduchou formou se v praxi setkdme jen
ziidka, bude na ném ilustrovan postup pii sestaveni modelu a jeho popis pomoci staciondrnich
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pravdépodobnosti a urCitych vybranych stiednich hodnot. Prakticky lze modelu vyuzit jako prvni

vvvvvv

Vsechny vysledky, které lze odvodit na uvedeném modelu, budou ziejmé funkcemi
parametri A a L, tj. intenzity vstupu pozadavkl a intenzity obsluhy. Plati totiz, Ze stfedni
hodnota doby mezi ptichody je rovna ptevracené hodnoté primérného poctu piichodi za
jednotku Casu, kterd je definici intenzity:

Podrobnéji bude uvedeno stanoveni rozdéleni pravdépodobnosti stavlii a zakladnich
charakteristik systému s neomezenym poctem ¢ekacich mist, pro kone¢ny systém bude stanoveni
provedeno jako jeho modifikace.

4.7.1 Stanoveni rozdéleni pravdépodobnosti stavii ve stacionarnim stavu pro
systém M/M/1/c0

Vychazime-li z predpokladu exponencialnich rozd€leni intervalli mezi vstupy a dobami
obsluhy, pak intenzity pravdépodobnosti vstupu resp. obsluhy vice nez jedné jednotky jsou
zanedbateln¢ malé. Exponencialni rozdéleni intervalii mezi vstupy bylo v kapitole 3.4. odvozeno
na zaklad¢ predpokladu Poissonova rozdéleni piichodut, jehoZ jednou z vlastnosti je ordinalnost.
V popisu systému se tedy mohou vyskytnout jen intenzity pravdépodobnosti setrvani v téze
situaci a intenzity pravdépodobnosti pfechodu do situaci sousednich.

O systému budeme hovotfit, Ze je ve stavu n v okamziku ¢, jestlize je v ném pfitomno »
pozadavkd, tj. N (t) = n . Je-li systém ve stavu n, je jedna jednotka v obsluze a n - 1 jednotek ve
fronté. Ze stavu n je pak mozny prechod jen do stavii n - 1, n, n + 1. Necht' pravdépodobnost
prechodu ze stavu n do stavu n + 1 (tj. pravdépodobnost vstupu jednotky do systému) v Casovém
intervalu (¢, ¢ + Af) je dana veli¢inou AAt, pravdépodobnost prechodu ze stavu 7 do stavu 7 - 1
(tj. pravdépodobnost ukonéeni obsluhy a vystupu jednotky ze systému) veliGinou UAL,
pravdépodobnost setrvani ve stavu n veli¢inou 1 — AAf — UAt. Veliginy A, u jsou pak
odpovidajicimi intenzitami pravdépodobnosti pfechodu. Matice pravdépodobnosti pfechodu ma
pro uvedeny pfipad tvar

0 - AL, AL, 0, .. O

p- B UAL, 1= Uit — ADt, ADt, 0, ... B @70
0o o, U, 1= uit — AN, AN, 0, .0 o
U . [l
U U

kde jednotlivé stavy mohou riist nade vSechny meze, nebot pocet mist ve fronté neni podle
uvedenych vychozich predpokladti omezen.

Matici intenzit pravdépodobnosti piechodu pak lze psat v souladu s rovnici (3.4.1) ve
tvaru
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A, A, 0,... 0
O O
, U A, A 0,...
A= B H.—H E} (4.7.2)
. 0, H, =1 =A, A, 0,...D
0 : O

V modelu se tedy predpokladaji stale stejné pravdépodobnosti, resp. intenzity vstupu i
obsluhy. Neméni se ani pro jednotlivé stavy systému (tj. napf. intenzita obsluhy je stejnd pfi
jedné jednotce v obsluze bez fronty jako pfi libovolné délce fronty) ani postupem casu. Jsou tedy
splnény predpoklady pouziti teorie homogennich markovskych procesi ve stacionarnim stavu.

Pro matici intenzit pravdépodobnosti piechodu A a vektor stacionarnich
pravdépodobnosti p plati rovnice (3.4.4)

PA =0
s podminkou
z p =1
Vyjadtime-li uvedenou rovnici ve slozkovém tvaru, dostaneme soustavu (nekone¢nou) rovnic
-Ap, +  Up, =0
Mo = A+ up, + pp, =0

: . (4.7.3)
pn—l_(A+u)pn+upn+1:0
Soustavu diferen¢nich rovnic pro p, lze fesit postupnym dosazovanim ve formé
A
b ="D (4.7.4a)
u
A+ U A
P = E&po - —DPo = %épw (4.7.4b)
U H H

A+ A
p; = u%épo __&po = %%po’ (4.7.4¢)
H uH

1ze tedy predpokladat (a matematickou indukci rovnéz dokazat), ze obecné plati

P, = %%po- (4.7.5)

K vycisleni p, zbyva stanovit p,, ke kterému pouzijeme podminku z p; = 1. Tedy z rovnice
=0

538120
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dostaneme p, ve tvaru

Veli¢ina — udava pomér intenzity vstupt k intenzité obsluhy, oznacuje se p, nazyva se intenzita

Do = (4.7.6)
A

provozu a vyjadiuje vyuzitost obsluzného kanalu (praimérny pocet vstupi béhem primérné doby
obsluhy).

Rada ve jmenovateli vyrazu pro p, je geometrickou fadou s kvocientem p, kterd konverguje pro
| p| < 1. Existence staciondrnich pravdépodobnosti modelu s neomezenym poétem mist ve fronté
je tedy podminéna nerovnosti p < 1. Vyjadiime-li pomoci souétu této nekoneéné geometrické
fady s kvocientem p <1

° 1
27715

pravdépodobnost p,
p=1-p

dostaneme pro stacionarni pravdépodobnosti p, vztah
p,=[1-p)p" pron=0,1,2, ... 4.7.7)

Intenzita provozu je velmi diileZitou charakteristikou popisovaného systému, na jeji velikosti
zavisi podstatnym zplsobem chovani resp. kvalita systému. Zatimco stacionarni chovani je
podmirniuje platnost p <1, tzn. Ze pro konstantni A a u bude po uréité dobé (pro ¢ — o0)
pravdépodobnost vzniku fronty uréité délky stale stejna. Je-li naopak p = 1, systém se nedostane

do stacionarniho stavu a pravdépodobnost vzniku fronty bude neustale nartstat, nebot’ pozadavky
ptichéazeji rychleji nez jsou obsluhovany - fronta roste nade vSechny meze.

Poznamka.

Casto nas bude pfi popisu systému zajimat, jaka je pravdépodobnost, Ze v systému bude
méné nez k jednotek nebo vice nez k jednotek.

1. Pravdépodobnost, ze v systému bude k£ nebo méné¢ jednotek, lze vyjadrit distribucni funkci

k k k k k
vs)=Sp=Spl-p)=3p -5 0= 50
‘ =0 =0 =0

k+1
i=0 i=0 i

> o 1=

=0
= 1 _ pk +1

2. Pravdépodobnost, Ze v systému bude vice nez k jednotek, je dana vyrazem

P(N>k)=1-P(N <k)= p**!

nebo jinym postupem
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0 k+1
PIN>k)=P(N=z2k+1)= Sp=(-p k”Zp _1_—):p“1

i=k+1

Pokud bychom pozadovali vy¢islit pravdépodobnost, ze v systému bude méné nez k jednotek,
staci si uvédomit, ze P(N <k) = P(N Sk—l).

4.7.2 Zakladni charakteristiky systému

Znalost rozdéleni pravdépodobnosti stavil systému ve stacionarnim stavu p, umoziuje
stanovit fadu charakteristik, podle kterych lze posuzovat riizné stranky kvality provozu systému -
jak z hlediska obsluhovanych jednotek, tak z hlediska vyuZitosti obsluzne linky. Témito
charakteristikami jsou napf. primérny pocet pozadavki v systému, prumérna délka fronty,
pramérna doba ¢ekani, primérna doba stravena pozadavkem v systému apod.

1. Priimérny pocet prvkii v systému
Pro stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny n podléhajici rozdéleni p, plati

Z -p)S ot =(1- /O)/orilmo”‘1 .

n=0

’ -1 . . ’ ’ v oy . ’ ) v . ’
Vyraz np" " je derivaci vyrazu p". Protoze fada je konvergentni, Ize dale soucet derivaci
nahradit derivaci souctu. Tedy

_ d & d p o
=11 - — t=ll-p)p——=—.
7= p)pdpzp ( pdpl_p s
S pouzitim parametr A a (U dostavame
ﬁ:L. (4.7.8)
u-A

2. Prumeérna délka fronty

Je-li v systému n jednotek, pak jedna jednotka je v obsluze a n - 1 jednotek je ve fronté. Tedy pro
stfedni hodnotu nahodne veli¢iny 7, podléhajici rozd€leni p, plati

_'=Zn-1p,1 ipn ipn -(-p,)= _L-P= P

I1-p I-p
Vyjadieno s pouZitim parametri A a U
/\2
n, = ——-=. (4.7.9)
T (- 2)

Pocet jednotek ve fronté je tedy v prumeru roven poctu jednotek v systému zmensenému o
veli¢inu (1 - po) = P, kterad udava relativni Cetnost zameéstnané obsluhy (intenzitu provozu).
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3. Pravdeépodobnost vyskytu fronty nenulové délky

K vytvotfeni nenulové fronty dochéazi v pfipade, kdy v systému jsou pfitomny minimalné dva
pozadavky. Tedy

Pln>1)=1-p,-p, =1-(1-p)-p(l-p)=p*. (4.7.10)
K vypoctu lze rovnéz pouzit vysledky poznamky 2 kapitoly 4.7.1 s hodnotou £ = 2.

4. Primerna doba pobytu v systému
K vypoctu lze s vyhodou vyuzit Littleova vztahu odvozeného v kapitole (4.6.)
n 1 1 A 1
=l gP gt - .
A Al=-p A uUu-A u-A
Pfi odvozeni primérné doby pobytu v systému lze postupovat také nasledovné: V pruméru je v

systému pfitomno # pozadavkd. V priméru vstupuje do systému A poZzadavkl za jednotku Casu.
Tedy pocet pramérné procekanych jednotek ¢asu dostaneme jako podil 7 a A.

(4.7.11)

5. Priomérna doba pobytu ve fronte

Podobné jako pro primérnou dobu pobytu v systému lze i pro primérnou dobu pobytu ve fronté
vyuzit Littleova vztahu aplikovaného na systém tvotici pouze frontu, tj.

T, = __1 4 (4.7.12)

Lze rovnéz vyuzit vztahu, Ze pruimérna celkova doba pobytu v systému je souctem prumérné
doby pobytu ve fronté a primérné doby obsluhy. Tedy

1__t _1__ A2 (4.7.12a)

ro=7-1 1 |
! uou-A pop(p-A)

Sael

4.7.3 Moznosti uziti modelu

Model jednoduchého kanalu s exponencidlnim vstupem a exponencidlni obsluhou
obsahuje mnoho zjednodusujicich predpokladd, a proto se v predlozené ("¢isté") formé vyskytuje
obecnéjsich) situaci, napf. s jinym rozdélenim vstupu a obsluhy, ale s jednim obsluznym
kanalem.

Priklad 1.

Intervaly mezi pfichody pacienti k pohotovostnimu Ié€kafi jsou nezavislé hodnoty
exponencialniho rozdé¢leni se sttedni hodnotou 1 hodina. Doby nutné pro poskytnuti nezbytného
oSetfeni jsou hodnoty exponencialniho rozdéleni se stiedni hodnotou 20 minut.

Vypoctéme primérny pocet Cekajicich pacientd, primérmou dobu cekani a
pravdépodobnost, ze 1ékat bude volny. Urcete, jak by se musela zménit primérna doba obsluhy,

aby primérna doba, kterou pacient stravi ¢ekanim na oSetfeni a oSetfenim, byla krat$i nez 25
minut.
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Reseni.
Uvedeny piiklad vyhovuje piedpokladiim jednoduchého exponenciilniho kanalu -
systému M/M/1/c0. Nejprve uréime hodnoty parametrd A a p.

Stfedni hodnoty pfislusnych exponencialnich rozdéleni jsou

1
)

=1 a

1
tedy A =1a 4 = 3.V tomto pifpadé je p = — = — <1, a lze o&ekavat stabilizované chovani.

A
u
Pro primérny pocet ¢ekajicich pozadavku plati

_ A’ 1

1
n, = = = —
"op(u-2) 3G-1) 6

Pro primérnou dobu ¢ekani ve fronté

— A 1

7 - __ 11
Topp-2) 3B-1) 6
Pravdépodobnost, ze 1€kat bude volny (tj. systém hromadné obsluhy bude ve stavu 0), udava

A I 2
Do =1-—=1-—= ==,
u 3 3
Tteti problém, tj. ureni primérné doby obsluhy, ktera by vedla k tomu, Ze primérna doba,
kterou pacienti stravi v systému, bude kratsi nez 25 minut, je rovnéz jednoduché. Hleddme p
takové, aby platilo

hod. = 10minut .

T = L . é.
Uu—-A 60
Resenim dostavame
u-1> @, takze U > 85 a 1 < 2 =0.294 hod. =17.6 minut.
25 25 u 85

4.7.4. Omezena kapacita systétmu (M/M/1/K)

V ptedchéazejicich kapitolach byl vysetfovan jednoduchy exponencidlni kanal bez
jakéhokoliv omezeni na délku fronty. V nékterych pripadech je vsak kapacita systému konecna -
pocet pozadavkt nemize piekro¢it hodnotu K, tj. maximalné ptipustna délka fronty je pak K — 1.
Pozadavky, které ptichazeji v situaci, kdy systém je ve stavu K, se nemohou k systému pfipojit.

Je-li systém ve stavu K, je pravdépodobnost piichodu jednotky do systému nulova.
Matici intenzit pravdépodobnosti ptechodi lze psat v souladu s rovnici (3.4.1) ve tvaru
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>
o

00
O
O
o0
E% (4.7.13)
o 0, p, = =2, A, OB

s 0, H,—H=A, AQ

0, u,—uH

Soustava diferen¢nich rovnic analogicka k (4.7.3) je tedy kone¢na, pro N < K —1 je platnost

SF >
|
=
|

= >

|
=

|

> N

> o

S

“
-

>
1
N O O Y

“

rovnic zachovana, pro n = K plati rovnice

B =2,
pr

Pro stacionarni pravdépodobnosti plati podobné jako v systémech (M/M/1/00) vztahy

pn:%épo pro n< K,

p, =0 pro n > K. (4.7.14)

K
Z podminky Z P, = 1 se ur¢i analogicky k (4.7.6) vztah pro p,
n=0

1
=% - (4.7.15)
>
i=0
Rada ve jmenovateli je nyni koneéna a ma soucet
_ K#l
-, pro p#xl a K+1 pro p=1,
1-p
tedy
_1-p _(1-p)o"
po—l_—pKﬂ, ,,—W pro p#1,
By = — B, = — p=1 (4.7.16)
= , ), = ro p=1. .
T K+1 K+1 P

V systému (M/M/1/K) tedy existuji stacionarni pravdépodobnosti i pro piipad p = 1, coz
je ptimym dusledkem omezené kapacity fronty, nebot’ neni mozny jeji neomezeny rast.

Zdkladni charakteristiky 1ze stanovit na zaklad¢ pravdépodobnosti p, analogicky jako v
kapitole (4.7.2).
Napf. primérny pocet pozadavku v systému

K

_ <& 1 _ K _
n—E[n]—ZOng—K+1 _On—E pro p=1,
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K B i K o = pl.l _ (K+1)pK +Kp1<+1J
=0 A=l danO ( -p)(l-pK”)

pro p# 1. (4.7.17)

Pramérna délka fronty je pro p # 1 dana vztahem

K K K l_p
ﬁf = z(n _l)pn = zl’lpn - zpn =n - (1 _pO): n —T. (4718)
n=1 n=0 n=1

Piepiseme-li vztah (4.7.17) pro p # 1 do tvaru

p d _ (K +1)pK + KpK+l
1 — p 1 _ pK+1
a upravime-li vztah (4.7.18) dosazenim za N do tvaru

2 _ K- 1\ AK
e +K(11< )p"
I1-p l-p

n =

b

pak prvni ¢len v obou vyrazech ptedstavuje pfislusnou primeérnou charakteristiku v ptipadé
neomezené fronty a druhy ¢len pak "korekci" na konecnost systému. Druhy ¢len je mensi nez
jedna (pro p < 1) a tedy primérné hodnoty jsou pro systém s neomezenym poctem cekacich mist
vy$§i nez pro systém s koneCnym poctem mist se stejnou intenzitou provozu. Podobné lze
diskutovat i vztah pro stfedni pocet jednotek v systému. Tento fakt je pfimym dasledkem
omezeni systému, nebot’ pii obsazenosti systému (systém ve stavu K) se prichozi pozadavky
nemohou k systému pfipojit.

Primérnou dobu pobytu pozadavkl v systému a ve fronté lze uréit opét na zaklad¢é Littleovych
vztahti

n=A0 a n =A'[T,,

kde A’ je primérnd intenzita vstupu. V tomto piipadé se s pravdépodobnosti p, prichozi
pozadavek vstupniho toku nemuize k systému pfipojit, tedy primérna intenzita vstupu do systému
je

A=A - py). (4.7.19)

4.8. PROCESY MNOZENI A UMRTI

vvvvvv

ptipady jisté tiidy stochastickych procesti nazyvané procesy mnozZeni a umrti (birth-death
processes), v nichz intenzity vstupu do systému a vystupu ze systému zdvisi na stavu Systému.
Oznaceni tfidy stochastickych procest pochazi z analogie populace, jejiz zvySeni (narozeni),
resp. sniZzeni poctu jedinct zavisi na pocetnosti populace. Vstup do systému tedy odpovida
narozeni, dokonceni obsluhy a odchod ze systému odpovida amrti.

Zavedeme nasledujici oznaceni a vychozi pfedpoklady. Narozeni a amrti v populaci jsou
nezavislé jevy. Necht' pravdépodobnost, ze v k-Clenné populaci dojde k jednomu narozeni v
intervalu (t,t + At) je A At, pravdépodobnost, Ze ve stejné pocetné populaci dojde k jednomu
umrti, je U, At, pravdépodobnost, Ze ve stejné pocetné populaci nedojde k narozeni ani tmrti, je
1 =y, At — A At. Pravdépodobnost narozeni a umrti vice prvkii populace b&hem intervalu
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(t,t + At) jsou zanedbatelné. V prazdné populaci nemiize dojit k umrti, tedy zfejmé 4, = 0, ale
v prazdném systému miiZe dojit k narozeni, tedy A, = 0. Veli¢iny A, a {4, jsou pak v souladu s
veli¢inami zavedenymi v kapitole 3.4 intenzitami pravdépodobnosti narozeni a umrti v k-Clenné
populaci.

OznaCme p, (t) pravdépodobnost, Ze populace je v okamziku ¢ k-Clenna (k = 1, 2, ...).
Ztejmée pro libovolny okamzik ¢ plati

ipk(t):l.

k=0

NaSim cilem pak opét bude odvozeni vztahi pro p, (t) , resp. limitnich pravdépodobnosti p,
p, =lim p,_(¢) k=1,2, ..,
{0

tedy rozdéleni pravdépodobnosti ve stacionarnim stavu, pokud takovy jev muze nastat, piip.
stanoveni podminek nutnych pro existenci stacionarniho stavu. Veli€iny p, lze tedy interpretovat
jako pravdépodobnost, Ze v nadhodné zvoleném okamziku dostatecné vzdaleném od pocatku
procesu ma uvazovana populace k ¢lent, resp. systém hromadné obsluhy je ve stavu k.

Sestavme na zakladé¢ predchozich predpokladii o matici intenzit pravdépodobnosti
piechodu pro uvazovanou populaci

A, Ao 0, ..., O
Bul’_ul_/\l’ Al’ 0,..., B
g o ,— M, —AL A, O, L., O

A=Q Hys =Hy = Ay Ay 0 4.8.1)
a - 0
B Of 0, uk,-uk-/\k,)\k,O,-..E
= =

Soustava diferencnich rovnic pro rozdéleni stacionarnich pravdépodobnosti, kterou obdrzime z
vektorové rovnice (3.4.4)

pA =0

ma tvar
—Aopy * Hip, =0
ADo ~ (/11 +A1)p1 +  Wp, =0
: (4.8.2)
A Pia ~ (/Jk +A, )pk + U P =0

Soustavu (4.8.2) lze opét fesit postupnym dosazovanim

A
n=-"
H
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At A A A AT,

= P=—p = P
o U, T T R TN T
3:A2+u2p2_ipl:/\2+u2ﬁ‘1mopo_ig\_oOzAzmlmopo
Hs Hs Hs M, LRy Hy H, My L, Tl

Lze ocekavat (a matematickou indukci rovnéz dokazat), Zze obecny tvar pro systém ve stavu k
bude

A A, 0.0, )
M Oy Oty

Kromeé rovnice (4.8.3) musi pro stacionarni pravdépodobnosti p, platit vztah

- © kA
;pk =1, 4. pOE + ; ”u—laﬂ (4.8.4)

tedy nutna a postacujici podminka existence stacionarni situace je konvergence nekone¢né rady

LA
P = =po[] u—‘ (4.8.3)
i=1 i

k

0
z i-1
k=0 IJ,~

i=l1

L . A
Tato fada napt. konverguje, jestlize existuje k, takové, Ze pro viechna k > k, je —* <1.
k

Vztah (4.8.3) pro stacionarni pravdépodobnosti procesu mnozeni a umrti umoziuje
snadno ziskat, zname-li parametry A, a [, stacionarni rozd€leni pravdépodobnosti podtu
pozadavkid pro fadu modeli hromadné obsluhy. Lze se o tom piesvédCit napt. u diive
uvazovaného systému (M/M/1/00o/FIFO). Polozime-li

A, =A prok=0,1,2,..,
U, = M prok=1,2,3, ..,

dostaneme dosazenim do rovnice (4.8.3) pfimo
Vi
Pr = Po — =D )
=1 M

ptipadech vicekandlovych systémt hromadné obsluhy.

vvvvvv

4.9. PARALELNE RAZENE EXPONENCIALNI KANALY (M/M/C/c0)

V jednoduchych systémech (v systémech s jednim kanalem) lze pocet Cekajicich
jednotek nebo jednotek, které se v dusledku obsazenosti systému nepfipoji, snizit zvysenim
intenzity obsluhy. Intenzitu obsluhy vSak nelze u jednoho obsluzného kanalu zvySovat
neomezené. Je ale mozné zvysit pocet obsluznych kanalii, které pracuji paralelné. Bude-li v
systému jen jedna jednotka, resp. méné jednotek nez je obsluznych kanald, ziistanou nékteré
kanaly nevyuzity. Snizujeme tedy dobu ¢ekani nebo riziko nepfipojeni se k systému a riskujeme
naopak nevyuziti obsluzného zatizeni.
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Uvazujme tedy systém hromadné obsluhy, v kterém intervaly mezi pfichody maji
exponencialni rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti

a(t) = e pro ¢t >0,

nebo-li intenzita ptichodi pozadavkl je A. Obsluha je poskytovana soustavou ¢ paralelné
usporadanych kanalt, pritom doby obsluh na jednotlivych kanalech maji exponencialni rozdéleni
s hustotou pravdépodobnosti

b(t) = pe™ pro ¢t >0,

ktera je shodnd pro vSechny linky. Kapacitu systému a tedy i fronty ptedpoklddejme v tomto
pfipad¢ neomezenou.

Intenzita obsluhy je tedy u pro kazdy obsluzny kanal. Obsluhuji-li dva kanaly, ¢ini jejich
intenzita obsluhy celkem 2y atd. Intenzitu obsluhy lze zvysit nejvySe na c. Fronta se zacina
vytvaiet az pii vstupu ¢ +1 -té jednotky.

Takovy systém je specialnim pfipadem procesu mnozeni a umrti. Intenzita vstupu do
systému nezavisi na stavu systému, tedy

A, =A pron=0,1,2, ....

Naproti tomu intenzita obsluhy zavisi stavu systému - z&visi na poctu jednotek v systému. Je-li
stav systému n < c, tj. poCet pozadavkll je mensi nebo roven poctu kanald, potom pracuje pouze
n kanalt. Je-li stav systému n > ¢, pracuji v§echny kanaly. Tedy

U, =ny prol <n<c,

u, =cu pron > c.

Rozdéleni stacionarnich pravdepodobnosti dostaneme dosazenim pfislusnych hodnot za
A, a [, do rovnice (4.8.3) odvozené pro systémy mnozeni a amrti. Tedy

B RARI lsn<ec (4.9.1a)
= — = rol<n<c, 9.
P, = Po A P Do p
An
b, = D pro n 2 c. (4.9.1b)
clc" U

Zbyva stanovit veli¢inu p,, kterou ziskdme opét s pouZitim rovnice z p, =1. V uvedeném
n=0

souctu budou dva typy vyrazi, protoZe i p, je vyjadieno dvojim zpiisobem - viz rovnice (4.9.1a)

a(4.9.1b)

-1 An o0 An
+ ) —t=1. 49.2
poi n!ul‘l nZC c!cn—c‘ul‘l E ( )

Zavedeme-li oznaceni

A A
r=—a p=—

cy’

1ze rovnici (4.9.2) piepsat do tvaru
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-1 _.n o n
r r
P ES — + _[O=1. (4.9.3)
= n!  Zclc"

Prvni suma v zavorce vyrazu (4.9.3) ma vzdy kone¢nou hodnotu. Upravime-li druhou sumu do
tvaru

[ rn _rcoo _"'_r(!oo [
So=yd = @94)

n—c
Z clc ! 4

r .., . y «
pak suma nabyva kone¢né hodnoty, pravé kdyz p = — <1 a jeji hodnota je soucet nekone¢né
c
geometrické fady

1 1

chy_r cll-p

c
Pro stacionérni pravdépodobnost p,, Ze systém je prazdny, je pak

1
po = c-1 _n c : (495)
r cr
+

ol (c - r)

Podminkou pro existenci stacionarni situace je tedy konvergence nekonecné tady (4.9.4),
vyjadiena vztahem

p:i<1.

cH

Poznamka.

Pro ¢ =1 nabyvaji pravdépodobnosti vyjadiené rovnicemi (4.9.1a) a (4.9.1b) stejného tvaru,
ktery je shodny se stacionarnimi pravdépodobnostmi systému (M/M/1/e0), vyjadfenymi rovnici
(4.7.5).

Uvedme nyni zdkladni staciondrni charakteristiky systému (M/M/c/e0). Kromé
primémych pocth jednotek v systému a ve fronté, primérné doby pobytu jednotky v systému a
ve front€, zavedeme dalsi charakteristiku pro vicekanalové systémy - primérny pocet obsazenych
kanalu.

Pro primérou délku fronty plati

00

=3 0-dn = S

n=c

kde
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Tedy

1

Qs L] SN

- p"%%%;\jm = Do © i 1)!%% (CUA_“A)Z . (4.9.6)
cu

Ostatni veli¢iny vypocteme opét s pouzitim Littleovych vztahi

Primérna doba ¢ekani ve fronté je dana

_ n,
- f
T, =L

>

pramérna doba pobytu pozadavku v systému je

— = 1
T =T +—
u
a prumérny pocet jednotek v systému je
n=AT.

Primérny pocet obsazenych kanall 1ze vypocitat ze vztahu

c= inpn + icpn =

n=0 n=c+l

_He L, 3 SR
= pogn% ; n;lc% Ecn—c E_
_ /\D° R o R =
% e S e )
O- O
) %% %%l L= 4.9.7)
n C!CHE u

’ r , . -1 . .
nebot’ vyraz v hranaté zavorce je roven p, - viz rovnice (4.9.3).

Primérny pocet obsazenych kanall je tedy roven » = —, coz opodstatiiuje zavedeni

veli¢in 7 a P odlisné od piipadu jednoduchého exponencidlniho kanalu. Zatimco velikost p je
odpoveédna za existenci stacionarnich stavll a je oznaCovana jako intenzita provozu, velikost 7
predstavuje primérny pocet obsazenych kanaltl.

Pramérny pocet neobsazenych kanalt ¢'lze ziskat bud’ vyc¢islenim vztahu

¢' = Z(e - n)p,
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nebo jednoduse ze vztahu
c'=c—-c=c——. (4.9.8)

Zajimavou veli¢inou pro systémy s paralelnimi kanaly je pravdépodobnost, Ze pozadavek
bude Cekat, tj. Ze v systému je ¢ nebo vice jednotek.

°° 1
DX ,Z % Po .%%1_”

cu

Priklad.

V laboratofi vyhodnocuji ptrichazejici pozadavky 3 laborantky. V primeéru pfichazi do
laboratofe 15 pozadavki za hodinu (intervaly mezi pfichody zakdzek jsou hodnoty
exponencidlniho rozdéleni se stiedni hodnotou 1/1E hod). Vyhodnoceni jednoho pozadavku trva
dobu, ktera je hodnotou exponencialniho rozdéleni se stfedni hodnotou 10 minut.

Stanovme nasledujici charakteristiky provozu laboratofe:
a) pravdépodobnost, Ze vS§echny laborantky jsou vytizeny,
b) prumérny pocet zakazek cekajicich na vyhodnoceni,
¢) pramérnou dobu, kterd uplyne od piedani zakazky do laboratote do predani vysledki
vyhodnoceni zakazky.
Resent.

Ze zadani ptikladu lze stanovit parametry systému M/M/c/oo, ktery je adekvatni

popisované situaci:

A =15, U =0, c =3.

Nejprve je nutno ovéfit, zda existuje stabilizované chovani uvazovaného systému hromadné
obsluhy. K tomu staci, aby

A

< 1,

cH

. o . , 15
coz je v tomto piipadé splnéno, nebot ﬁ <l.

a) Pravdépodobnost, Ze vSechny 3 laborantky maji praci lze vyjadiit pravdépodobnosti, Ze stav
systému (pocet zakazek) je vétsi nebo roven 3, tj.

P(n23)=;pk=1—po—p1—pz

Stanovme tedy hodnoty p,, p a p, ze vztahli
1

pO = -1 . s
c rn C}"L
—

Znl (c - r)

=D
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t.
= = 0.0449,
P REN sgl 3 H 1
s B2 2668 G _1sp
O 60
15
pl—gpo—01124
_ H5 _
= %%g El;—po = 0.1404.
Potom

P(n 2 3) = 0.7023.

b) Primérny pocet ¢ekajicich zakazek vypocteme ze vztahu

t.

nf:i > %:3.5112.
72006 0 (36 - 15)

¢) Primérnou dobu pobytu jedné zakazky v laboratofi vypocteme ze vztahu

£.

=0.4008 hod = 24.04 min .

4.9.1. Omezena kapacita systému (M/M/c¢/K)
Podobné¢ jako v kapitole 4.7.4. provedme modifikaci ptedchoziho modelu s tim, Ze
maximalné ptipustny pocet pozadavkll v systému je K, tj. je-li systém ve stavu K, nemize jiz
ptichozi pozadavek do systému vstoupit. Ve fronté je tedy K — ¢ ¢ekacich mist.

Pro tento piipad systému hromadné obsluhy jsou parametry procesu mnozeni a umrti
nasledujici:

A=A pro0<n<K,
A, =0 pron=K,
u, =nu pro0 <n <c,
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u, =cu pron 2 c.

Rozdéleni stacionarnich pravdépodobnosti dostaneme dosazenim pfislusnych hodnot za
A, a {4, do rovnice (4.8.3) odvozené pro systémy mnoZeni a umrti. Tedy

1

p, =— Do pro0<n<c,
n!

P, nc%gpoproc<n<l(

p, = pron > K.

K
Hodnotu p, uré¢ime opét ze vztahu Z p, =1, tedy
n=0

Oba soucty ve jmenovateli maji kone¢nou horni mez a jsou tedy kone¢né. To znamena, ze v
tomto piipad¢ existuje stacionarni situace vzdy.

Zakladni charakteristiky systému (M/M/c/K) lze odvodit naprosto stejnym zpiisobem
jako u systému (M/M/c/). Uvedeme pouze hodnotu primeérné délky fronty, z které Ize ostatni
charakteristiky snadno vypocitat.

725 -, =5 PV g - (- )k e 1))

(- p)

Primérnou dobu ¢ekani ve fronté Ize pouzit Littleova vztahu

= _ sz
Y
kde je tieba za primérnou intenzitu vstupit A’ dosadit
A=Al - ).

nebot’ s pravdépodobnosti p, se prichozi pozadavek nemtize k systému pfipojit. Dalsi zakladni
charakteristiky lze stanovit ze vztahu

— = 1
r =7, +—
u
pro prumérnou dobu pobytu pozadavku v systému a
n=AT

pro primérny pocet pozadavki v systému.
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4.9.2. Systém bez ¢ekacich mist (M/M/c/c)
Specialnim piipadem systému (M/M/c/K) je piipad, kdy neni zadné ¢ekaci misto ve
fronté, takZe pozadavek, ktery prijde v okamziku, kdy vSechny kanaly pracuji, systém mijeji bez
obsluhy. Systémy tohoto typu se vyskytuji napt. v telefonnim provozu.

Pro tento pfipad systému hromadné obsluhy jsou parametry procesu mnozeni a umrti
nasledujici:

A, =A pro0<n<c,
A, =0 pron=c,
U, =nu prol<n<ec.

Rozdéleni stacionarnich pravdépodobnosti dostaneme dosazenim piislusnych hodnot za
A, a [, do rovnice (4.8.3) odvozené pro systémy mnozeni a amrti. Tedy

1
p, =— Do pro0<n<c,
n!
p,= 0 pro n > c.
K
Hodnotu p, ur¢ime opét ze vztahu z p, =1, tedy
n=0

1

Po=——— -

R

Dulezitou charakteristikou tohoto systému je pravdépodobnost, Ze pfichozi pozadavek se
k systému nepfipoji, coz nastava v pripad¢, kdy vSechny kanaly jsou obsazeny.

Predstavuje-li napt. takovy systém hromadné obsluhy telefonni provoz, pak ¢ je pocet
paralelnich linek, doby obsazeni linek jednotlivymi hovory maji exponencidlni rozdéleni s
parametrem U, udava p, podil ¢asu, kdy se neni mozné dovolat, k celkové dobé.

4.10. SYSTEMY S KONECNYM POCTEM PRVKU (CYKLICKE SYSTEMY)

Ve vSech dosud uvedenych modelech se piedpokladalo, ze zdroj pozadavku je
neomezeny. V téchto pfipadech pak nezavisi pravdépodobnost piichodu pozadavku béhem
urcitého intervalu na poctu pozadavki, které jsou v systému ptitomny. Nyni se budeme zabyvat
takovymi modely hromadné obsluhy, v kterych se vyskytuje konecny pocet prvkii s potencidlnim
narokem na obsluhu. Pfedpokladame tedy existenci urcitého poctu pozadavki, které jsou bud’ v
systému (tj. ve front€ ¢i v obsluze) nebo mimo systém. Typickou situaci tohoto typu je naptiklad
problém pouzivani urcitého poctu stroju, které pii selhani vyzaduji obsluhu spocivajici v opravé.
Po dokonceni opravy se stavaji potencialnimi pozadavky na dal$i obsluhu.
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Predpokladejme pro prvky, které nejsou v systému hromadné obsluhy (oprava nebo
¢ekani na opravu), pravdépodobnost ptichodu do systému béhem intervalu (t,t+At) rovnou AA? .
To odpovida situaci, kdy doby pobytu prvki mimo systém hromadné obsluhy maji exponencialni
rozdéleni s parametrem A. Je ziejmé, Ze pravdépodobnost prichodu pozadavku do systému zdvisi
na tom, kolik je pozadavkii mimo systém. Jsou-li napt. v§echny stroje v provozu (mimo systém),
je za uvedenych piedpokladii pravdépodobnost selhani jednoho z nich béhem intervalu (t,t+At)
mnohem vé&tsi, nez kdyz jich je polovina v opraveé. Jsou-li porouchany vSechny stroje (v
systému), nemize k ptichodu stroje do opravy dojit viibec. Necht’ celkem existuje R pozadavki,
pak intenzity A, které popisuji vstupni tok v zavislosti na stavu systému, jsou dany vztahy

/\n=)\(R—n) pro0<n<R
A, =0 pron=R.

Doby obsluh necht’ maji exponencialni rozdéleni s parametrem p. Dale budeme uvazovat dvé
situace - k dispozici je jeden obsluzny kanal (napf. jeden opravai ma na starosti R stroju), k
dispozici je ¢ paralelné fazenych kanalu.

4.10.1. Jeden exponencialni kanal

Za ptredpokladu exponencidlniho rozdéleni dob pobytu jednotlivych pozadavkd mimo
systém (parametr A) a exponencidlniho rozdé€leni dob obsluh (parametr L) lze pouzit pro
stanoveni stacionarnich pravdépodobnosti p, vysledky teorie procesli mnozeni a umrti s
parametry:

/\n=)\(R—n) pro0<n<R,
A, =0 pron =R,
U, =H pron 1.

Dosazenim do vztahu (4.8.3) dostaneme

n A —_— —
o, RA RN o [R-ntI]A
Hoou u

pn:p =
0i=1 Hi

R!
= 0<n<R 4.10.1
= S o

p,= 0 pron>R.

R
Hodnotu p, ur¢ime opét ze vztahu z p, =1, tedy
n=0

1

Ly '
2, (r-)
Zakladni charakteristiky systému lze vypocitat na zaklad€ pravdépodobnosti p, uréenych

rovnici (4.10.1) stejnym zplsobem jako v piedchozich piipadech. Pouze je pii pouziti
Littleovych vztahd nutné vzit v uvahu primérnou intenzitu vstupu, kterou vypocteme dle rovnice

(4.10.2)
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R

A= ;(R—n)}\ p, = iR/\pn - in}\pn :R/\an —Ainpn =RA - i

A" = A(R-77). (4.10.3)

Postup vypoctu zakladnich charakteristik (72, ﬁf ,T a 7_}) ilustruje nasledujici priklad.

Priklad.

Skupinu 5 stejnych strojii ma na starosti jeden tdrzbaf. Délky intervali bezporuchového
provozu kazdého stroje maji exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 1/2 smény, doby oprav
kazdého stroje maji exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 1/20 smény. Ukolem je zjistit
nasledujici charakteristiky:

a)  vyuziti udrzbafe,
b)  primérnou dobu, po kterou jsou stroje mimo provoz,
¢) pravdépodobnost, Ze pocet vytazenych stroji bude vétsi nebo roven 2.

Resen.
Ze zadani ptikladu stanovime parametry uvazovaného systému potfebné k vypoctim.
Jednotku ¢asu je 1 sména:

A=2, p=20,  R=S5.

a) Vyuziti adrzbatfe stanovime napi. jako pravdépodobnost, Ze v systému hromadné
obsluhy neni Zadny pozadavek. Pravdépodobnost lze interpretovat jako ¢ast smény, po kterou
bude udrzbat bez prace.

5

Pravdépodobnost p, ur¢ime z rovnice z p, =1, nejprve vsak musime vyjadrit
n=0

pravdépodobnosti p aZ p; pomoci vztahu (4.10.1)

5!
» :po%%ﬂﬁmlm = 0.5p, .

3!

P, = Do =2000.01Cp, =0.2p,,

CITIT 4

T
[\
N="

3!

D = Do = 6000.001 @0 = 006[?0 ,

CTTTT 4,

(9]
|
(8]
N="

5!

D = Py =120[0.0001p, = 0.012p, ,

LI 1.

T
NN
N="

5!

Ps = Do =12000.00001Cp, = 0.0012p, ,

== == =i BiS

[CTTTT 1,

(9]
|
()]
S="

1

= =0.5640.
1+0.5+0.2+0.06 +0.012 +0.0012

D
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Pravdépodobnost, Ze vSechny stroje jsou v provozu, je 0.564, tedy asi 56% smeny bude udrzbar
bez prace.

b) Ke stanoveni primérné doby, kterou je kazdy ze stroji mimo provoz, nejprve
vypocteme prumérny pocet porouchanych stroji (tj. primérny pocet jednotek v systému) a
pouzijeme vhodného Littleova vztahu.

5
7= ann = 0.564(0.5 + 2[0.2 + 3[0.06 + 4[0.012 + 50.0012)= 0.638.

n=

Pro vyuziti Littleova vztahu je nutné stanovit primérnou intenzitu vstupu pouzitim rovnice
(4.10.3)

A" = A(R-7) = 2(5-0.638) = 8.724.
Potom
T=2
AI
¢) Pravdépodobnost souc¢asného vyfazeni 2 a vice stroji je rovna souctu pravdépodob-
nosti p az pPy:

P(n =2 2)=0.564(0.2 + 0.06 + 0.012 + 0.0012) = 0.154 .

= 0.07 smény.

Tedy asi v 15% smény lze pozorovat situaci, kdy alespon dva stroje jsou mimo provoz.

4.10.2. Paralelné Fazené exponencialni kanaly

Modifikujme ptipad z ptedchézejici kapitoly v tom smyslu, Ze pro obsluhu pozadavkda je
k dispozici ¢ paralelnich kanal, pfitom doby obsluh na jednotlivych kanalech maji
exponencialni rozd€leni s parametrem U, ostatni predpoklady zistavaji v platnosti.

Pro stanoveni stacionarnich pravdépodobnosti p, na zaklad¢ aplikace procesii mnozeni a
umrti mame nasledujici parametry:

AHZA(R—n) pro0<n<R,
A, =0 pron =R,
U, =nu pro0<n<c,
u, =cu pro n > c.

Dosazenim do vztahu (4.8.3) dostaneme

_1 ' r00<_n<_c
pn !(R ) pO p 5
=1 R c<n<R
10 C = = .
pn C! n-c (R ) pO p
2 0 pro n>R.

Hodnotu p, a zakladni charakteristiky systému lze ur€it stejné jako v predchozim
ptipadé. V obou uvazovanych modelech (s kone¢nym poctem pozadavkil) existuji stacionarni
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pravdépodobnosti vzdy, coz je pfimym disledkem kone¢ného poctu pozadavki a nemtize tedy
pocet prvkil v systému neomezen¢ vzrastat.

4.11. OPTIMALIZACNI ULOHY V SYSTEMECH HROMADNE OBSLUHY

Matematické modely lze rozdélit z hlediska typu dosazenych vysledku, resp. podle
zpisobu pouziti vysledkii, do dvou skupin, a to na modely

* deskriptivni,
e normativni.

Deskriptivni modely slouzi k popisu urcitych redlnych situaci, vétSinou je jejich cilem
vysvétlit vztahy mezi prvky systému. Typickym ptikladem deskriptivnich modell je vétSina
ekonometrickych modeld.

Normativni modely davaji ptimo navrhy k rozhodovani, jednani, nebot’ slouzi k urceni
optimalnich hodnot veli¢in, které odpovidaji rozhodovacim proménnym modelovanych systémdl.

Dosud probirané modely hromadné obsluhy mély pievazné deskriptivni charakter.
Strucné lze princip pouzivanych postupli shrnout nasledovné: na zakladé parametri systému
(rozdéleni dob mezi vstupy, dob obsluh, pocet kanali apod.), které¢ byly povazovany za
konstanty, byly odvozeny hodnoty zakladnich pracovnich charakteristik systému (staciondrni
pravdépodobnosti poctu jednotek v systému, stfedni doba pobytu ve fronté apod.).

Pokud neni ani jeden z parametrti systému "volny", tj. nelze-li v systému nic ménit,
nemuze vzniknout zadny rozhodovaci problém optimaliza¢niho charakteru. Nékdy vSak 1ze ménit
napt. doby obsluhy, poCet obsluznych linek nebo tad fronty, nékdy lze dokonce i fidit vstupni tok
pozadavkd.

Optimalizacni uloha vyzaduje jednak vymezeni mnozZiny pripustnych reSeni, jednak
stanoveni kriterialni funkce, ktera kvantitativné popisuje sledovany cil. V systémech hromadné
obsluhy jde vétSinou o stanoveni rozumného kompromisniho feSeni mezi ¢asto protichtidnymi
pozadavky optimalizace z hlediska obsluznych linek a z hlediska obsluhovanych pozadavkda.
Princip vétsiny postupll je nasledujici: na mnozing charakteristik systému (¢ekaci doby, vyuZitost
linek apod.) je definovan funkcional, ktery piedstavuje nakladovou funkci. Ukolem je nalézt
takové hodnoty volnych parametra systému, pro které nabude uvazovany funkcional extrému.

Dale bude uvedeno nékolik prikladi, které ilustruji nékteré postupy vyuzitelné pti
optimalizaci a navrhovani systémd hromadné obsluhy.

Pouzijme pojednani o ocenéni prechodiu uvedené v kapitole 3.3. Soustavé intenzit
pravdépodobnosti pfechodu byla pfitazena soustava ocenéni téchto prechodl a odvozen vztah pro

oc¢ekavané vynosy podminéné urcitou vychozi situaci. VéEtSinou lze stanovit Cisla imérna
vynostim ¢i nékladtm, které vznikaji pti setrvani v urcitém stavu, zatimco ocenéni prechodii

vvvvvv

Predpokladejme, ze ocenéni prechodl nebude hlavni slozkou ocenéni, ale bude ji proces
setrvani v urcité situaci. "Celkovou hodnotu" procesu pak lze v souladu s rovnici (3.3.3) (ve
slozkovém tvaru) vyjadrit

N
g= ) Pl 4.11.1)
i=0

Tento vyraz je pak funkci pravdépodobnosti p,, které lze vyjadfit pomoci intenzit vstupii A a
obsluh [, a ocenéni 7, setrvani ve stavu i.
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Jako prvni pfipad uvazujme nejjednodussi modelovou situaci jednoduchého
exponencialniho kanalu. Pro stacionarni pravdépodobnosti plati

p, =(-p)p" pro p = % <l. (4.11.2)

Setrvani v jednotlivych situacich necht je spojeno s nasledujicimi ndklady, které reprezentuji
ohodnoceni prostoje obsluzného zatizeni, ohodnoceni probihajici obsluhy a ohodnoceni pobytu
pozadavku v systému hromadné obsluhy:

¢, - ohodnoceni prostoje obsluzné linky,
¢, - ohodnoceni probihajici obsluhy,
¢, - ohodnoceni pobytu pozadavku v systému.

Koeficienty ¢,, ¢;, ¢, mohou piedstavovat napt. naklady vztazené na jednotku c¢asu. Chceme-li

minimalizovat naklady spojené s ¢innosti systému v obdobi Az (ve stacionarnim tvaru), vyjadiime
nakladovou funkci ve tvaru

G = gh.

Je zfejmé, Ze pro minimalizaci nakladové funkce G staci minimalizovat "okamzité¢" néklady g
jako funkci p. Tedy

g(p) =¢py T (cl +Cz)p1 + (Cl +262)p2 oot (Cl+ncz) n o

g(P) =CoPo T ¢ an tc, Z np, , (4.11.3)
a po uprave s piihlédnutim k rovnostem
0 00 . p
pnzl—p’ np, =n=——,
Z; ’ Z; 1-p
dostaneme
g(p) = c,(1-p) + ¢,p + ¢, %- (4.11.4)

Pokud 1ze ménit hodnotu p (napt. pii pevném A volbou L), mizeme formulovat ulohu nalezeni
takového p [ (0,1) , pro které nabyva funkce (4.11.4) minima. Vyraz pro optimalni hodnotu p,
dostaneme anulovanim prvni derivace funkce v (4.11.4). Tedy z rovnice

dg(p) = — + c + cZ - 0
o " (-p)
vyjadiime
o, =1- |—2—. (4.11.5)
G ™4

Protoze pro p U (0,1) je druha derivace kladna, jedna se skute¢né o minimum dané funkce.

Jako dalsi pfipad uvazujme soustavu paralelné razenych exponencialnich kanali M/M/c.
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Oznacime-li

k, - ztrata (ve finan¢nim vyjadfeni) zptisobena ¢ekanim jednoho pozadavku na obsluhu po
jednotkovou dobu,

k, - ztrata zpisobena prostojem jednoho obsluzného kanalu za jednotku ¢asu,
1ze minimalizovat celkové ztraty nalezenim minima funkce
g=kT, +k, (4.11.6)
kde ZT/ je prumérny pocet pozadavku ve fronté a ¢ prumérny pocet nevyuzitych obsluznych
linek - viz napt. (4.9.8).

Klademe-li si napt. ukol stanovit "rozumny" pocet obsluznych linek, pfichazeji v tvahu
takova cela Cisla ¢, pro néz je pfi znamych hodnotach A a u splnéna podminka existence
stacionarnich stavii

i<1,
cH

- z téchto cisel pak vybereme takové, pii kterém nabyva vyraz (4.11.6) minima.

Oba uvedené ptipady je nutné piijmout jako prvni orientaci v daném problému, ktery je
tteba dale zdokonalovat pfi zachycovani udajt i vystizeni nékterych dalSich momentu.
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5. Rizeni zasob

5.1. UVOD

Moderni vyroba se vyznacuje stale vétsi hromadnosti, rozsédhlou délbou prace a uzkou
specializaci. To vede mimo jiné k zvySujicim se narokiim na materialné technické zasobovani.
Na jedné stran¢ nespojity charakter doddvek surovin, materiali apod., na druhé strané kolisani
spotreby téchto surovin, materialti apod., vedou k Gcelnosti, resp. nezbytnosti vytvaret zasoby ve
vyrobnich jednotkach. Zasoby jsou jakousi pojistkou proti problémum z pfipadného nedostatku
nékterych surovin, materialti apod. ve spoleCenskych vyrobnich a spotiebnich procesech. Jindy
vznikaji zasoby jako nasledek zhromadriovani vyroby - napt. vyrobce vyrobi béhem urcitého
obdobi mnozstvi vyrobkl, které odpovida spotiebé v mnohem del$im obdobi, aby dosahl
ekonomicky vyhodné velikosti vyrobni davky (napf. uplatnénim progresivnich technologii apod.).
Zasoby maji vyznam i pro dokonalejsi uspokojovani potieb spotiebiteld. Umoznuji jim vyber
potiebného druhu zbozi z velkého sortimentu, zvysuji stabilitu dostupnosti oblibeného druhu
zbozi na trhu apod.

Velké zasoby vSak maji i ekonomicky negativni dopad. Napt. v sobé vdzou obézné
prostredky a pii dlouhé obratce zasob jsou vynaté z reprodukéniho procesu, zpomaluji jeho
tempo, a tim i rist celé ekonomiky. Velké zasoby zvySuji setrvacné hmoty u uzivatelt, vykazuji
Jisty protiinovacni efekt - uzivatel chee nejdiiv spotiebovat stary material, nez se odhodla uzivat
novy, i kdyz vhodnéjsi materidl. Samotna existence velkych zasob klade na uzivatele vyssi
naroky na udrzovani zasob - skladni prostory, oSetfovani zasob, znehodnocovani zdsob s ¢asem
apod.

Z nékolika malo uvedenych piikladi je zfejmé, Ze vliv zasob na efektivnost
spoleCenskych vyrobnich procest je velmi riiznorody, z ¢ehoz vyplyva i slozitost fizeni stavu a
pohybu zasob. Zjednodusené lze fici, Ze ukolem Fizeni zdsob je zajistit vSechny potieby vyroby
nebo poZadavky spotieby s minimdlnimi celkovymi ndklady. Ptitom mezi naklady zahrnujeme
naklady na objednavani z&sob, naklady z vadzanosti ob&éznych prostiedkli v zdsobach, naklady
zplsobené pripadnym nedostatkem pohotové zasoby nebo naopak naklady zptisobené
nadbyteCnymi zasobami, naklady spojené se skladovanim apod. K tomu jesté pfistupuje
skutecnost, ze zasoby v podniku sestavaji z velkého poctu polozek - v praxi se seskupuji
jednotlivé polozky dle riznych ucelovych hledisek do skupin, které se pak tidi spolecné.

5.2. ZAKLADNI POJMY TEORIE ZASOB

Prakticka potieba zrychleni obratu finan¢nich prosttedkli v hmotnych zasobach vyvolala
vznik samostatné discipliny operac¢niho vyzkumu - teorie zdsob. 1 kdyz se terminologie zasob i
metodika konstrukce modeli zasob opiraji stale o ptedstavy souvisejici s ~imotnymi zasobami, 1ze
teorii zasob aplikovat i v jinych oblastech rozhodovani, napi. kapacit prostiedki hromadné
dopravy (zdsoba prepravnich mist), ptiprava specialistti (zasobu reprezentuji specialisté), vyroba
novych vyrobnich kapacit ke kryti kolisajici spotieby né€které¢ho druhu vyrobku apod.

Definice. V ramci matematické teorie zasob rozumime zasobou libovolny pohotovy ekonomicky
zdroj, ktery se v daném ¢asovém intervalu trvale plné nevyuziva, jeho velikost je vSak stanovena
tak, aby zdroj z ekonomického hlediska umoziioval co nejvyhodnéjsi kryti budouci potieby
tohoto zdroje. Zdroj mize byt charakteru finan¢niho, hmotného (materialniho), pracovnich sil,
vyrobnich kapacit apod.
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Obsah 7izeni zasob. Rizeni zasob zahrnuje jejich regulaci, progndzu, financovani, evidenci a
kontrolu. Pfitom moznost regulace, kterd spociva v ovliviiovani bud’ vytvafeni a dopliovani
zasob nebo naopak jejich Cerpani, je nutnou podminkou fizeni a optimalizace zasob.

Priciny vzniku zasob. Vznik a existence jednotlivych druhli zdsob ma riizné pficiny, z hlediska

tidiciho subjektu jak objektivni tak subjektivni, z nichz nejpodstatnéjsi jsou:
a) nutnost zabezpeCit nepfetrzity vyrobni proces, obecné plynulé fungovani jakéhokoliv
systému,
b) casovy a prostorovy (mistni) nesoulad mezi vyrobou na jedné strané a poptavkou resp.
potfebou na stran¢ druhé,
¢) periodi¢nost vyrobniho cyklu (vyhodngjs$i technologie vyroby vétsi davky x plynula
spotieba, vétsi sortiment),
d) dtsledek zvlastnosti prepravy od vyrobce ke spotiebiteli - s vyjimkou elektfiny a potrubni
dopravy neprobiha zadna doprava spojite,
e) jiny rytmus vyroby a rytmus spotieby (napf. potravinové suroviny rostou jen v ur¢itém
obdobi, sklizeji se prevazné v 1éte, ale potraviny se konzumuji cely rok).
Predchozi tfi body c) - e) lze spoleéné¢ charakterizovat jako technologickd nebo
technicko-organiza¢ni omezeni.

f) snizeni rizika neuspokojeni poptavky nebo vypadku produkce z titulu ptsobeni ndhodnych
vlivt, pfip. nenadalého vyvoje ve vyrob¢, dovozu, poptavce nebo potiebe,

g) ekonomické diivody - napt. pti nakupu vétSiho mnozstvi vyrobkt nebo zbozi 1ze ziskat slevu
v ceng, nebo lze 1épe vyuzit dopravni prosttedky a tim snizit dopravni naklady,

h) vytvafeni a hromadéni zasob pro spekulaci s ocekavanym zvySenim cen materiald, vyrobku
nebo zboZi (ryze subjektivni pti¢ina).

Druhy zdasob. Z funkéniho hlediska se zpravidla rozliSuji nasledujici druhy zasob:

a) bézna nebo obratova zasoba,

b) pojistna zasoba,

¢) sezonni zasoba,

d) zasoba na cest¢,

e) technologicka zasoba,

Beézna nebo obratova zasoba slouzi ke kryti poptavky nebo potieby za normalnich, pfip.

primérnych vyrobnich ¢i trznich podminek. Pfi periodickém vyrobnim cyklu a dopliiovani zasob
uspokojuje o¢ekavanou potiebu v priubehu jednoho dodavkového cyklu. Vznika v reprodukénim

cyklu nezavisle (objektivn€) - je podminéna asovym a mistnim nesouladem mezi vyrobou a
potfebou a nesouladem v intenzité¢ vyroby a potfeby.

Pojistna zdsoba umoznuje Celit pusobeni faktoru nejistoty a nahodnosti, ktery se
projevuje odchylkami od priméru. jak na strané poptavky ¢i potfeby, tak na strané vyroby ¢i
nabidky. V podstaté predstavuje rezervu, ktera sniZzuje pravdépodobnost vycerpani zasoby na
minimum.

Sezonni zdsoba ma stabilizaéni funkci a vytvaii se z divodd preklenuti ¢asového
nesouladu mezi intenzitou vyroby a poptavky.

Technologickd zdasoba vznika napt. tehdy, kdyZ proces vyroby byl jiz ze strany vyrobce
ukonéen (vSechny operace jsou ukonceny), ale vyrobek jesté neni schopen plnit své ekonomické
poslani, tj. uspokojovat ptislusnou potiebu.
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5.3. MODELY RIZENI ZASOB

Ndstrojem umoziujicim resp. usnadnujicim stanoveni strategie fizeni zasob, ktera je dle
zvoleného kritéria fungovani konkrétniho systému nejlepsi, je optimalizacni model. Pfitom nelze
na jednotlivé modely pohliZet jako na univerzalni modely zasob, které stac¢i v praxi pouze zavést.
Je nutné na modely uvadéné v tomto textu i podrobn¢jsi literatuie pohlizet jako na metodologické
pristupy k feSeni problematiky zasob a z nich konstruovat v praxi konkrétni modely zasob pro

dané podminky.

Podstata modelovych piistupt k fizeni zésob spociva v existenci bipoldrni nékladové
struktury problémt zasob. jednim nakladovym polem je skupina nakladt rostoucich se
zvétSovanim objemu udrzovanych zasob (napt. naklady vazanosti obéznych prostredkli v
zasobach, naklady manipulace se zasobami, znehodnocovani zasob apod.). Druhy pol tvori
skupina nakladt klesajicich se zvétSovanim objemu udrzovanych zasob (napf. naklady na
objednani zasob, ztraty vznikajici pti nedostatku zasob apod.). Optimalizaci velikosti zadsob pak
rozumime stanoveni takové Urovné zasob jednotlivych polozek, pfi které celkové naklady na
tvorbu, udrzovani a dopliiovani zasob, véetn¢ ztrat z nedostatku zasob, jsou z dlouhodobého
pohledu minimalni. Na zakladé minimalizace nakladové kriterialni funkce lze stanovit konkrétni
strategii fizeni zasob, tj. dat odpovéd’ na otazky, kdy (jak casto) a v jaké vysi vytvaret nebo
dopliiovat zasoby.

Kritérium a rvidici a autonomni proménné. Pti tizeni zasob je nutné dopredu stanovit kritéria,
pomoci kterych se urCuji objemy jednotlivych druhti zasob v zavislosti na znamé resp.
odhadované velikosti poptavky nebo potieby. Kazdé kritérium musi obsahovat alesponl jednu
proménnou, kterou mize fidici subjekt ovliviiovat a ktera slouzi jako nastroj fizeni (Fidici
promeénna). Proménné, jejichz uroven nemulze fidici subjekt ovliviiovat, maji charakter
autonomnich velicin.

Na zvoleném rozhodovacim kritériu zavisi povaha modelu optimalizace fizeni zasob. Z
tohoto hlediska rozliSujeme nésledujici druhy optimaliza¢nich modelti zasob:

a) nakladové orientované,
b) bez ndkladové orientace,
¢) smiSené.

Cilem optimalizace nakladové orientovanych modelu zasob je nalezeni takové strategie
fizeni zasob, ktera zarucuje obvykle uspokojeni poptavky resp. potieby pii minimalizaci funkce
celkovych skute¢nych resp. ocekdvanych zasobovacich nakladii v ur¢itém ¢asovém intervalu.
Nakladova funkce se vyjadiuje jako soucet dvou typa dil¢ich nakladovych funkci, jedna je v
zavislosti na primeérném objemu zasob rostouci, druha klesajici.

Nakladové hledisko pii optimalizaci zasob pievazuje, ale nemusi byt jediné. Omezujicim
prvkem pii praktickych aplikacich je obtiznost vycisleni jednotlivych slozek nakladi, které
vznikaji pfi vytvareni, doplilovani a udrzovani zasob, pfip. i pfi jejich nedostatku. Vzhledem k
tomu, Ze jednotlivé nakladové slozky nelze zpravidla ziskat pfimo z evidence, vyzaduji
nakladové orientované modely podrobnou analyzu jednotlivych druhti naklada.

Jestlize nakladova funkce neni pfedmétem optimalizace nebo neni explicitné
formulovana, jedna se o modely zdsob bez ndkladové orientace. Kritérium optimality muze pak
byt napt. dosazeni minimalni vySe finan¢nich prostfedkti vdzanych v zdsobach, maximum
rychlosti obratu zasob pti danych omezenich resp. pozadavcich nebo dosazeni minimalniho rizika
vyCerpani zasob, tj. maximalni zajisténi poptavky resp. potieby. I kdyz v téchto piipadech
nevystupuji nédklady pifimo v kriteridlni funkci, je vlastné cilem optimalizace dosdhnout
maximalni efektivnost obéznych prostiedkil a tim nepfimo i snizeni naklad souvisejicich se
zasobami.

O modely zdasob smiseného typu se jedna tehdy, hledame-li optimalni vysi bézné zasoby
na zékladé¢ minimalizace funkce celkovych ocekavanych néakladli zéasob, zatimco pojistnou
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zasoba ur¢ime bez explicitniho zahrnuti nakladové funkce nebo zcela bez respektovani principu
optimalizace (na zéklad¢ autonomné stanoveného pojistné¢ho Cinitele).

Ridici proménné. Jsou to proménné, které jsou nezavisle na ostatnich nebo ve vzajemné vazbé
meénitelné a slouzi jako ndstroj pro fizeni zasob a davaji odpoveéd na otazky typu "v jaké vysi" a
"kdy (jak Casto)" vytvaret nebo dopliiovat zasobu. Jsou to:

1.

Objem zdrojit pozadovanych k vytvoteni nebo doplnéni zasob. Zasoby jednotlivych zdroju
se vytvareji a dopliuji nejéastéji v davkach stejné ale i proménlivé velikosti. Pokud je objem
zdroje nahodnou veli¢inou, nelze zptisob dopliiovani plné regulovat. V takovém piipadé se
objem pozadovaného zdroje vyjadiuje pravdépodobnostné.

Frekvence nebo termin vyzadani zdroju. Zasoby se vytvareji bud’ jednorazové nebo se
dopliuji periodicky. Periodické resp. cyklické doplnovani zasob muize probihat ve stejnych
ale i rGzn€ dlouhych ¢asovych intervalech anebo v urcitych pfedem stanovenych terminech. I
frekvence pfip. terminy dopliiovani zasob mohou mit pravdépodobnostni charakter, tzn. Ze
mohou byt ne pln¢ regulovatelné.

V praxi se vyskytuji piipady, kdy lze regulovat plné¢ ¢i Castecné oba druhy fidicich

proménnych nebo pouze jednu z nich. Rozhodnuti, jakym zplisobem se fidici proménné reguluji,
zavisi na pouzité strategii fizeni zasob.

Neriditelné promeénné. Jsou to proménné, které maji z hlediska modelu fizeni zasob povahu
vstupnich dat, a patii mezi né:

1.

Ndklady spojené s uréitou urovni zasob. Mohou mit povahu jednotkovych nebo celkovych
nakladt. Zpravidla je rozd¢€lujeme na promeénlivé (zavislé) a pevné (nezavislé) v zavislosti na
vysi zasob. Z vécného hlediska je pfi fizeni zasob ucelné rozliSovat nasledujici typy nakladu:

a) Porizovaci ndklady zasob, piedstavované jednotkovymi vyrobnimi naklady nebo
jednotkovou cenou (v pfipadé dodavatelského potizovani zasob). Mohou byt jak pevné tak
proménlivé (napf. v pifipadé mnozstevni slevy apod.).

b) Objednaci ndklady, napt. fixni administrativni naklady spojené s objednanim zasoby,
vyfizenim objednavky, naklady na ptejimku a kontrolu, pfip. na reklamaci. Patii sem i
naklady na provoz systému fizeni zasob, napf. naklady na evidenci, inventury, vypracovani
progndz poptavky nebo spotieby. Variabilni casti objednacich nékladi mohou byt napf.
dopravni naklady.

c) Skladovaci ndklady, jejichz vyse je vétSinou promeénliva v zéavislosti na Grovni zésob.
Zakladni slozky téchto nakladd jsou urok z obéznych prostfedkii vazanych v zasobach,
materialni a mzdové naklady spojené s udrzovanim zasob (pokud jsou zavislé na jejich vysi),
ztraty v disledku ptfirozeného ubytku a zastaravani zasob, manka a Skody apod.

d) Ndaklady (resp. ztraty) vznikajici z nedostatku zdsob, tj. neni-li poptavka nebo potieba
pokryta zasobou, nebo je-li uspokojena opozdéné, piip. v neodpovidajici struktute a kvalité.
Zjistovani a odhadovani vyse téchto nakladu resp. ztrat je zpravidla velice obtizné. Neptimo
je lze priblizné vycislit napt. vysi zisku uslého v disledku trvale neuspokojené poptavky
nebo potieby. Do téchto nakladli se zahrnuji i pokuty a pendle spojené s nespokojenim
poptavky.

V konkrétnim modelu fizeni zasob se obvykle neberou v uvahu vSechny uvedené ¢tyii
druhy nékladt z diivodl napt. zanedbatelné vahy nékteré slozky nakladt v ndkladové funkci
nebo piilisné komplikovanosti.

Velikost poptavky nebo potreby v uréitém Casovém intervalu. Charakter poptavky nebo
potfeby mulize byt popsan absolutné (deterministicky piipad) nebo jen pravdépodobnostné
(stochasticky pripad). Jsou-li poptavka nebo potfeba deterministického typu nezavisla na
¢ase ( konstantni v ¢ase), jedna se o Ulohu statickou. M¢ni-li se pfesné znamym nebo i jen
odhadovanym zpiisobem, hovoiime o dynamickych ulohdach tizeni zasob. Jestlize poptavka

118



nebo potieba pravdépodobnostniho charakteru je v case neménnd (funkce hustoty
pravdépodobnosti je konstantni), jde o Ulohu staciondrni, v opacném piipadé o
nestaciondrni. Zvlastnim piipadem nestacionarni poptavky ¢i potieby jsou poptavka c¢i
potieba sezonniho charakteru.

Porizovaci lhita zasob resp. predstih objednavky, tj. doba, kterd uplyne od okamziku
rozhodnuti o doplnéni zasob v systému az k prevzeti pozadovaného zdroje na sklad. Sklada
se zpravidla z doby potfebné k vystaveni a doruceni objednavky dodavateli, z doby vyroby
nebo vyskladnéni, z doby dopravy a doby prevzeti na sklad.

Kromé potizovaci lhity je ucelné rozliSovat dodavkovy a objednavkovy cyklus, ktery je
piedstavovan Casovymi intervaly mezi dvéma dodavkami resp. objednavkami.

Obecna formulace optimaliza¢ni dlohy

Predpoklady vzniku ulohy. Problém hledani optimalni vyse zasob, resp. problém hledani strategie
jejiho doplnovani a udrzovani na optimalni vySi muze vzniknout pouze v nasledujicich
podminkach:

existuje urCity zdroj, ktery je schopen aspon doCasné vytvaiet prebytky nad stavajici
potiebou,

existuje moznost vznikajici piebytky asponn omezenou dobu hromadit a uchovavat (vytvaret
zéasobu),

udrZovani zasoby je spojeno s urcitymi naklady,
neuspokojeni potfeby z pohotové zasoby je spojeno s urcitymi naklady (vybehnuti ze zasob),
dopliiovani zasoby je spojeno s urCitymi fixnimi néklady, které jsou nezavislé na velikosti
doplnované davky.
Z uvedenych predpokladit vzniku problému optimalni zasoby lze vyvodit nasledujici
zavery:

u dlouhodobé nedostatkovych druhll neexistuje problém optimalni zasoby, protoze zdroj neni
schopen vytvaiet do¢asné prebytky a potfeba prevySujici kapacitu zdroje ihned pohlti veskeré
jeho vystupy,

rovnéz tak v piipadé€, kdy neni kde resp. jak skladovat, problém neexistuje, resp. tloha nema
feSeni,

vznikaji-li naklady pouze pii nedostatku zasob (vybéhu ze zdsob) a nikoliv v ptipadé
dopliiovani a udrzovani zasob, je problém jednoznadné vyfeSen, protoze optimalni je
maximalni zasoba,

také v ptipadé, kdy vznikaji naklady jen pii nedostatku a dopliiovani zasob a ne pii
udrzovani, je optimalni zdsoba maximalni zasoba,

vznikaji-li naopak naklady pouze pti udrzovani zasoby a nikoliv pti dopliiovani a nedostatku,
pak optimalni zasoba je zadna zasoba,

nejde-li o z&dny z uvedenych meznich ptipadd, pak optimdlni zasoba lezi mezi obéma
extrémy a je charakterizovana tim, Ze minimalizuje souhrnnou Ujmu (naklady)
hospodatského subjektu.
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5.4. KLASIFIKACE MODELU RIZENI ZASOB

Existuje nékolik kritérii, podle kterych lze klasifikovat optimalizacni modely fizeni
zasob. V zavislosti na charakteru zkoumanych systémi se proto pouzivaji rtizna t¥idici hlediska
nebo jejich odlisnd hierarchie. Nejcastéji pouzivand kritéria pro klasifikaci nakladové
orientovanych modeld jsou:

1. Pouzité metody resent

* klasickd matematicka analyza (hledani volného ptip. vazaného extrému nakladové kriterialni
funkce)

* modely hromadné obsluhy,
* modely a metody matematického programovani,

 simulaéni postupy a techniky.

2. Charakter poptavky nebo potieby a porizovaci lhity zasob
* deterministicky model,
= staticky,
» dynamicky,
* stochasticky model,
= stacionarni,
= nestacionarni.

3. Rezim dopliovani zdsob
* modely jednorazovych zasob,
* modely periodicky doplnovanych zasob,
= s pevnym rezimem objednavkovych cykld (systémy s periodickou kontrolou),

= s volnym rezimem objednavkovych cyklu (systémy s pribéznou kontrolou, signalni
hladina).

Kromé uvedenych hledisek lze klasifikovat optimalizacni modely z&sob podle dalSich
kritérii, ktera se mohou i rtizné kombinovat. Napt. pocet druhii skladovanych zdrojii, analytické
formy pouzitych nakladovych funkci, formy zahrnovani nakladi resp. ztrat z neuspokojené
poptavky nebo potieby do nakladové funkce, pocet clankii pohybu zasob, zpisob Cerpani zésob,
povaha ceny zasob a dalsi.

V nésledujicim budou podrobnéji zminény zakladni typy optimaliza¢nich modell zasob,
které lze aplikovat v ekonomické praxi, tj. deterministické a stochastické modely, zalozené na
hledani volnych ptip. vazanych extrémil ndkladové funkce metodami matematické analyzy.

5.5. MODELY DETERMINISTICKE

Jsou to nejjednodussi Glohy, které nemaji Casto piimé uplatnéni v praxi, ale pouzivaji se
zpravidla jako aproximativni nebo vychozi zjednoduSend feSeni slozitéjSich uloh
pravdépodobnostnich. Zakladnim pifedpokladem pro pouziti deterministickych modelt je
posouzeni poptavky nebo potfeby pfip. potizovaci lhity jako konstantni, resp. jejich kolisani neni
velké a lze je aproximovat stfednimi hodnotami jako deterministické proménné.

Deterministické modely jsou i z hlediska historického prvnimi pokusy o optimalizaci
fizeni zéasob. Jejich omezeni z hlediska praxe spociva v tom, ze predpoklada uplnou
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informovanost fidiciho subjektu o stavu zasob, vysi poptavky ¢i potieby, kterou v realnych
systémech nelze vzdy dobfe splnit.

5.5.1. Jednoproduktovy model s jednorazovym doplnénim

Vychazi z predpokladu, Ze poptavka ¢i potieba je spojita, v ¢ase konstantni, tzn., ze
cerpani zasob probiha rovnoméme a 1ze ho znazornit linedrni funkei. Pozadovany zdroj ptijde na
sklad pravidelné a v libovolné (neomezené) vysi. Pfevzetim dodavky na sklad vzroste zadsoba
zdroje na maximalni vy3i a postupné klesa na nulu. Casovy predstih objednavky je rovnéz presné
znam.

Vzhledem k tomu, Ze jde o jednorazové doplnéni zasob, neni co optimalizovat, ale pouze

jest ke stanoveni termin objednavky a velikost objednavky. Typicky piiklad casového prub&hu
stavu zasob ukazuje obr. 5.1.

Stav zasob
A
N
O T
] ! : >
T, T,

! tU )| tS I t éas

Obr. 5.1. Casovy priib&h stavu zasob modelu s jednorazovym doplnénim

Legenda k obr. 5.1:
0 velikost objednavky
To termin objednavky
to Casovy predstih objednavky
Tp termin pohotovosti zasob

ts doba spotieby

Model slouzi spise k uvedeni zakladnich veli€¢in nez k feseni, jevi se jako primitivni, ne
vsak jiZ jeho stochastickd alternativa.
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5.5.2. Jednoproduktovy dynamicky model s pevnou velikosti dopliiovani

Model vychazi ze stejnych piredpokladt jako ptipad staticky s tim rozdilem, ze
dopliovani zasob je periodické, tj. v dodavkach stejné velikosti a vzdy ve stejnych ¢asovych
intervalech, pravé kdyz zasoba klesne na nulu. Casovy pribéh skladovych zasob ukazuje obr. 5.2.

Stav zasob

A

2.cyklus \ | e n-ty cyklus

IA
<

T

Ny

i
%

Obr. 5.2. Casovy priibéh stavu zsob modelu s periodickym dopliiovanim

Pomoci modelu chceme urcit ekonomickou resp. optimalni velikost dodavky, pro kterou
dosahne funkce celkovych nakladt spojenych se zasobami minima. Pokud je znama (konstantni)
a neni zanedbatelna pofizovaci lhita zasob, pak chceme také stanovit optimalni bod objednavky.
Ptipad s moznosti neuspokojeni poptavky nebo potfeby neuvazujeme. V kriterialni nakladové
funkci uvazujeme pouze néklady na skladovani a objednavani zasob. Uloha je oznaovana jako
Wilsondv-Harristiv model zasob.

Oznacime-li:

0 celkovou poptavku nebo spotfebu zdroje za obdobi 7,
b pevna velikost dodavky (objednavky),
& naklady skladovani jednotky zasob za jednotku casu,

c, fixni naklady objednéni jedné dodavky,
pak

=l
I

je prumernd vyse zasob,

S
I

= IQ NIx

pocet objednavek za obdobi 7.

Vzhledem k tomu, ze budeme chtit stanovit takovou velikost dodavky X, , aby soucet celkovych

nakladt vSech objednavek a skladovani zasob béhem obdobi 7 byl minimalni, musime vyjadfit
tyto celkové naklady N jako funkci velikosti dodavky x.
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Celkové néaklady na skladovani N, (x) béhem obdobi T"jsou

N, (x)= %x (5.5.1)

a celkové naklady na v§echny objednavky N, (x) b&hem obdobi T jsou

N,(x)=c,n= &0 (5.5.2)
x

Tedy soucet celkovych nakladt vSech objednavek a skladovani zasob N (x) b&hem obdobi T je
2 X
Prabéh funkei N, (x), N, (x) a N (x) ukazuje obr. 5.3. Optimalni velikosti dodavky je takové

X, , pro které hodnota nakladové funkce (5.5.3) je minimalni. PoloZime-li prvni derivaci funkce

N(x)=N,(x)+ N, (x) (5.5.3)

(5.5.3) podle x rovnu nule

iN(x):&—CZQ =0

dx 2 x?

dostaneme pro optimalni velikost dodavky vztah

Xo :1/2]97012. (5.5.4)

(Snadno se lze piesvédéit, ze druha derivace funkce N (x) v bod¢ x, je kladna a funkce m4 tedy

v tomto bod¢€ své minimum).

Naklady

A
N (x)

N (x,)

X, X  Zasoba

Obr. 5.3. Zavislost nakladt na velikosti objednavky
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Minimalni celkové naklady N (xo) odpovidajici optimalni hodnoté x, pak jsou

T
N(xo):%x0 +C;Q =\207T¢c, (5.5.5)
0

a optimalni délka objednavaciho resp. dodavkového cyklu ¢, piisluSejici optimalni velikosti

dodavky x,je
ty=—=—=_|—=. (5.5.6)

Pokud potizovaci lhita zasob neni zanedbatelna a je znama a konstantni, je tfeba vystavit
objednavku v ¢asovém piedstihu, aby dodavka ptisla do skladu v¢as, tj. v okamziku, kdy zasoba
klesne na nulu. Necht' d je predstih objednavky (viz obr. 5.2) a m pocet objednavek, které jsou
v okamziku vystaveni objednavky na cesté (m se vypocte jako nejveétsi celé Cislo mensi nebo

rovno podilu d/t, ), pak pro optimélni signalni Uroveii zasob r, (nazyva se bod objednavky)
plati

7, =%d—mx0 =M —mx,. (5.5.7)
Vyraz M =Qd T se oznauje jako tzv. piedstih poptavky nebo spotieby a vyjadiuje tibytek
zdsob od okamziku zadani objednavky do pifevzeti dodavky a mgq,je celkové mnozstvi
objednaného zdroje na ceste.

N (x)

N (xo

2,5 1

2,

1,5 1

0 \i T T i\ T T X
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Obr. 5.4 Citlivost funkce N (x) v okoli optimalni hodnoty X,

Pov§imnéme si citlivosti funkce N (x) v okoli optimalni hodnoty x,. Obecné¢ je lépe tuto

citlivost zkoumat na poméru N (x)/ N (xo) jako funkci x/ X, . Pouzitim rovnic (5.5.3), (5.5.4) a
(5.5.5) dostaneme
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Pomér N (x)/ N (xo) tedy nezavisi na nakladech ¢,, ¢, ani na veli¢indch Q a T. Je patrno z grafu

na obr. 5.4, ze prekroCeni optimalni velikosti objednavky o uréité procento vede k niz§im
nakladim nez nedsaZzeni optimalni velikosti objednavky o totéZz procento. Napi. o 50% nizsi
objednavka nez objednavka optimalni vede k vy$$im nakladim o 25%. Ke stejnému zvySeni
nakladd vede proti tomu teprve piekroceni optimalni velikosti objednavky o 100%.

Priklad
Vyrobni podnik spotiebuje rocné 8 000 kusd uréitého nahradniho dilu, pfi¢emz spotieba je po
cely rok rovnomérnd. UrCeme ekonomickou (optimalni) vysi objednavky x,, odpovidajici

objednavkovy cyklus 7, a bod objednavky 7,, jestlize fixni ndklady na jednu objednavku
libovolné velikosti ¢ini 900 K¢, naklady na skladovani jednoho néhradniho dilu jsou 90 K¢ ro¢né

a predstih objednavky 2 tydny.

Resent

Pro vypocet optimalni vySe objednavky pouzijeme vztah (5.5.4), kde QO =8000 kusd,
¢, =900 K¢, T =1 rok, ¢, =90 K¢ za kus na rok.

5, = | 23000000 _ 400 s
1090

Pro vypocet optimalniho dodavkového cyklu mizeme pouzit vztahu (5.5.6)

t, = 1{&@00 = L roku = 18,25 dni,
800090 20

tj. celkovou roc¢ni poptavku lze pokryt 20 dodavkami po 400 kusech nahradniho dilu
v objednavkovém cyklu 18 dni.

Tedy

Optimalni bod objednavky je podle (5.5.7)
8000 _1
Ty =——— —0[400 =307,7 kusu,
I 26
tj. klesne-li zdsoba na 308 kusti, objedna se 400 kusiti nahradnich dild.

Minimalni celkové naklady zasob dosahnou pii této optimalni strategii fizeni zasob v souladu se
vztahem (5.5.5)

N, = V283000 (190 (900 = 36000 K&.

5.5.3. Pfechodny nedostatek zasob

Dosud jsme ptredpokladali, Ze poptavka nebo spotieba jsou vzdy plné a véas uspokojeny
ze zéasob. Nyni se zabyvejme obecnéjSim piipadem, kdy pfipustime okamzity nedostatek
pohotovych zasob. Cela poptavka musi byt i v tomto ptipadé uspokojena, ale dojde-li k poptavce
v okamziku nedostatku zasob, musi byt jeji uspokojeni odlozeno az do doby doplnéni zasob.
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Smysl ma vSak uvazovat o ptipadu nedostatku pohotové zasoby jen tehdy, jsou-li s takovou
situaci spojeny urcité naklady (napf. evidence neuspokojenych pozadavkil,, dodatecnd expedice,
ale také ztraty zakaznikd, trhii apod.), které jsou obvykle pfimo umérné délce zpozdéni v pokryti
poptavky. Nekteré z téchto nakladl byva v praxi velmi tézké vycislit.

Uvazujme tedy situaci, kdy vedle jiz znamych ndkladti ¢, na skladovéani jednotkové
z4soby za jednotku Casu a ¢, fixnich ndklad(i jedné objednavky pfistupuji naklady c,, které
vznikaji pii pfechodném neuspokojeni jednoho pozadavku za jednotku Casu. Je-li maximalni vyse
Cisté zasoby na sklad¢ s, pak béhem intervalu ¢, kazdého dodavkového cyklu délky ¢, jsou
poptavka nebo potfeba plné pokryty ze zasob pozadovaného zdroje na skladé. Béhem intervalu
t, je sklad bez zasob, nepokryté pozadavky se registruji a uspokojuji se prednostné z pristi
dodavky v okamziku jejiho pfevzeti na sklad. Popsany proces Cerpani a dopliiovani zasob
schematicky znazornuje obr. 5.5. Celkové vySe zasob na obdobi 7 necht je opét Q.

Stav zasob

A

2.cyklus \ | e n-ty cyklus

Obr. 5.5 Casovy prib&h Eerpani a stavu zasob pii pfechodném nedostatku zésob

Primérné naklady skladovani béhem intervalu ¢, 1ze vyjadtit jako
s
N, =¢ Et 1
béhem obdobi 7' (n cykld) pak

N, (x,s)= ne, itl =lc1 S—T, (5.5.8)
2 2 x
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kdyz bylo pouzito vztahti n = a t, =—t,, ktery vyplyva z obr. 5.5.

_o_T
x 1,

><|°:

Podobné primérné naklady na pfechodné neuspokojené pozadavky béhem intervalu ¢,

jsou
xX=s
N =¢ th )
béhem obdobi 7 pak
- 1 — ¢V
N, (x,s): ne, al Stz =—c, (x S) T, (5.5.9)
2 2 X
T —_
kdyz bylo pouzito vztahti n = 2 = t_ at,= TS t,, ktery opét vyplyva z obr. 5.5.
X X

Celkové naklady na objednani a skladovani zasob vcetné nakladt z piechodné
neuspokojené Casti poptavky ¢i spotieby ¢ini za obdobi T (vyuzijeme-li kromé piedchozich
vztahu (5.5.8) a (5.5.9) rovnéz vztahu (5.5.2) pfedchazejiciho modelu)

2 Y
N(x,s):%cl%T+cz%+lc3%T. (5.5.10)

Optimalni x, a s,, které minimalizuji nakladovou funkci N (x,s) urime tak, Zze ob¢ prvni

parcialni derivace polozime rovny nule. Tedy

GN(x,S) _aols _ c3T(x—s)

:(),
Os X X

ON(x,s) cTBy_ 2Q c3TEZx s (x—s)2 _o.
0x 2 x?

Resenim téchto rovnic a po upravé obdrzime

2 ¢, tc
Xy = JQQJJ——i, (5.5.11)
ol c,

2c c c
Sy = .0 2 =x 2 (5.5.12)

0
ol \c +c, ¢ o,

Z porovnani vyrazil (5.5.11) a (5.5.12) s vyrazem (5.5.4) pro model, kdy nepfipoustime
prechodny nedostatek zasob, vyplyva, Ze zahrneme-li do modelu naklady na jeden vcas
neuspokojeny pozadavek, zvysi se velikost optimalni objednavky, ale souc¢asné se snizi prumérna
vyse zasob.

Vyraz
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_ G

w =

¢, tc,

vyjadfuje relativné, jakou c¢ast dodavkového jsou poptavka Ci spotifeba uspokojovany bez
prodleni a nazyva se mira obsluhy systému zasob. Vyraz u =1—-w je tzv mira rizika
pfechodného vycCerpani zasob béhem optimalniho dodavkového cyklu.

Optimalni délku dodavkového cyklu ¢, odpovidajici optimalni vy$i objednavky x,
dostaneme ve tvaru

+
t, = /ﬂ /M (5.5.13)
¢, Q0 Cs

Minimalni dosazitelné naklady dostaneme dosazenim vyrazt (5.5.11) a (5.5.12) do
nakladové funkce (5.5.10). Po Gprave jsou

N(xoaso):\/ngclczwfc Cjc : (5.5.14)
1 3

Hodnota nakladové funkce pfi optimalni strategii je pro kone¢nou hodnotu nakladt nizsi
nez v ptipade, kdy prechodny nedostatek zasob neptipoustime.

Pro ¢; — o nabyva nabyva w =1 a prava strana rovnice (5.5.14) pak stejné¢ho tvaru

jako vrovnici (5.5.5) pfedchoziho modelu. Je to pfirozené, nebot’ pii velkych hodnotach c; je
docasné vyCerpani zasob neekonomické.

Optimalni signalni hladina je dana vyrazem (5.5.7) zmenSenym o pocet pifechodné
neuspokojenych pozadavkil v okamziku vystaveni objednavky, tedy
v, ==d —mx, —(x0 —so):M — mx, —(xo —so):M +5, —xo(m+1).

(5.5.15)

Priklad

Modifikujme piedchazejici ptiklad. Vyrobni podnik spotiebuje ro¢né 8 000 kust uréitého
nahradniho dilu, pfi¢emz spotieba je po cely rok rovnomérna. Urceme ekonomickou (optimalni)
vysi objednavky x,, odpovidajici objednavkovy cyklus 7, a bod objednavky 7,, jestlize fixni
naklady na jednu objednavku libovolné velikosti ¢ini 900 K¢, naklady na skladovani jednoho
nahradniho dilu jsou 90 K¢ roéné a predstih objednavky 2 tydny. Pripustme moZnost
pfechodného neuspokojeni Casti potfeby, pritom naklady na jeden neuspokojeny pozadavek ¢ini
30 K¢& ro¢né.

Reseni

Optimalni hodnoty x, a s, minimalizujici funkci celkovych ro¢nich naklad zasob
uréime z rovnic (5.5.11) a (5.5.12), ptipadné vyuzijeme vysledkl pivodniho ptikladu:
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90+30 _ 40012 = 800,

30

=400 [0,5 = 200.
90 +30

s, =400

Dusledkem moznosti vzniku piechodného nedostatku zasob vsystému je pro dané
¢, dvojnasobnd velikost optimalni objednavky, pfitom maximalni vySe Cisté zasoby klesne na
polovinu.

Minimalni celkové néklady zasob jsou podle rovnice (5.5.14)

N, =36000 0,5 =18000.

Z vysledku je zfejmé, ze pro c¢; =30 K¢é/jedn/rok je ekonomicky vyhodné pfipustit pfechodné
vyCerpani zasob, nebot’ celkové naklady jsou proti pivodni tloze polovi¢ni.

5.5.4. Systém s konecnou intenzitou dopliiovani — produkéni model

Dosud jsme v uvazovanych systémech zasob predpokladali, Ze pevné mnozstvi zdroje
prijde na sklad najednou ve stanovené dobé. Tento predpoklad je splnén, jsou-li zasoby zdroje
pofizovany nakupem od externich dodavatelii. Nyni se budeme zabyvat ptipadem typickym pro
zasoby vlastnich vyrobki ve vyrobnich organizacich. Cely dodavkovy cyklus se zde rozpada na

dva intervaly — vyrobni a spotfebni cyklus. V prvnim z nich o délce ¢, se dopliluje rovnomérné
sklad (realizuje se vyrobni ddavka) a zaroven dochazi k Cerpani zésoby. Pfitom musi byt intenzita
vyroby vyssi neZ intenzita spotieby, aby vyroba stacila pokryt spotfebu. Ve druhé intervalu 7, se
pouze Cerpa zasoba ze skladu. Po jejim vycCerpani startuje nova vyrobni davka a cely cyklus se
opakuje. Nedostatek zasoby nepredpokladame.

Tento model se typicky oznacuje jako produkcné-spotiebni model. Jeho fesenim chceme
stanovit objem vyrobni davky x a interval mezi dvéma po sob& nasledujicimi davkami tak, aby
byla uspokojena celkova poptavka Q vobdobi 7. Veli¢iny je tfeba stanovit tak, aby byly
minimalizovany celkové naklady, které se skladaji ze dvou polozek — skladovaci naklady a fixni

naklady jedné vyrobni davky. (Pozn.: jednotkové vyrobni naklady zdroje bychom zahrnuli
v ptipad¢, ze by byly zavislé na velikosti vyrobni davky — viz 5.5.5).

Oznacme
c, fixni naklady jedné vyrobni davky,
% intenzita produkce (objem produkce za jednotku ¢asu),
p intenzita spotieby (objem poptavky za jednotku Casu),

oznaceni ostatnich veli¢in je stejné jako v modelu kap. 5.5.2. Pribéh zavislosti stavu zasob na
case ukazuje obr. 5.6).

Pro sestaveni nakladové funkce tohoto modelu je tfeba stanovit primérnou vysi zasob

v intervalu ¢, resp v obdobi 7.

Maximalni vySe zasoby v intervalu ¢, je dosazeno v Case f, (kdy zacina spotiebni cyklus) a

dosahne velikosti
Xow = (v-p),, (5.5.16)

max

nebot’ v kazdé Casové jednotce se vyrobi v jednotek a zaroven spotiebuje p jednotek.
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Celkovy objem produkce vramci jedné vyrobni davky (v intervalu ¢,) lze vyjadfit jako

x =vl4,, odkud vyjadiime ¢, a dosadime do (5.5.16). Tedy skladovaci naklady jsou

Nl(x):clTx‘;‘" :clTV_pg.
Nakladova funkce ma pak tvar
N = N W)+ M) =ar v, Q (5.5.17)
v by

Optimalni objem vyrobni davky x,stanovime jiz zndmym zplsobem, kdy poloZime prvni

derivaci N (x) podle x rovnu nule.

Optimalni objem vyrobni davky x, je potom

2
= |2 | (5.5.18)
ol \v-p

a minimalni naklady zdsob odpovidajici optimalni vyrobni davce jsou
V-
N(x,)=20Tcc, [*—2. (5.5.19)
v

Stav zasob

1. cyklus 2. cyklus n-ty cyklus

Y

(@]
)
w

~
a

T

A
A 4

Obr. 5.6 Casovy priibéh stavu zasob

Podobné jako v modelu z kap. 5.5.2, kdy jsme uvazovali potizovaci lhitu dodavky d,
mizeme mluvit v tomto modelu o lhaté potfebné pro piipravu nové vyrobni davky — oznacme ji
opét d. Podle této hodnoty miizeme stanovit bod r, kdy je tieba zacit s ptipravou nové davky.
Mohou nastat dva piipady:

130



1. d<t, -bod, ve kterém je tieba zacit s pfipravou nové vyrobni davky spada do spotiebniho

cyklu a je roven ptimo poptavce za dobu d, tj. r, = pd ,

2. d >t, - bod, ve kterém je tieba zacit s ptipravou nové vyrobni davky spada do vyrobniho

cyklu a lze ho vyjadtit jako 7, = (to -d )(v - p).

5.5.5. Slevy v porizovaci cené zasob — model s cenovou degresi

Dosud nebyly do kriteridlni nakladové funkce zahrnovany pofizovaci naklady zasob,
protoze se predpokladalo, Ze jsou konstantni a nemaji tedy vliv na velikost nakladové optimalni
objednavky. V praxi je ale b&Zny ptipad poskytovani mnozstevnich slev, kdy jednotkova
pofizovaci cena je neptimo imérna velikosti odebraného zbozi — hovotime o tzv. cenové degresi.
Jestlize se jednotkové ceny nebo ndklady zdroje mohou rliznym zplsobem meénit, je nutno
v optimalizacnim modelu tizeni z&sob piihlizet i k ndkladlim potizeni zésob.

Obvykle se jedna o dva druhy poskytovanych slev:

= pii objednani mnozstvi zdroje nad urcitou stanovenou tiroven se snizi jednotkova cena popt.
jednotkovy naklad celé objednavky,

= sleva v pofizovaci cené popf. nakladu se tyka pouze té Casti objednaného zdroje, ktera
prevysuje pfedem stanovené mnoZzstvi.

Protoze jednotkova cena nebo néaklad se neméni plynule ale ve skocich, nakladova
funkce zahrnujici proménlivé pofizovaci naklady zasob jiz neni spojita a nelze tedy optimalni
velikost objednavky stanovit pomoci prvni derivace kriterialni funkce celkovych nakladt zasob.
Pribeh kriteridlni funkce celkovych nékladt i jejich jednotlivych slozek pro tfi cenové hladiny
ukazuje obr. 5.7. I kdyz pro kazdou dil¢i kiivku celkovych nakladi lze stanovit lokalni minimum
odpovidajici optimalni velikosti objednavky, je nutné zjistit, zda-li tento bod (velikost
objednavky) lezi v intervalu odpovidajicimu pfislusné jednotkové cen¢ zdroje. V opacném
ptipadé je spoctena ekonomické objednavka nepripustna.

Naklady

A
N (x)

N(x,)

/N3 (x) = 0c(x)

AGE oL
>
X 0 X X Zasoba

= fm——_—_—_—k e

Obr. 5.7 Zavislost funkce celkovych nakladu a jejich slozek na velikosti zasoby
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Postup urceni optimalni velikosti objednavky pro model zkap. 5.5.2 modifikovany
cenovou degresi v bodech velikosti objednavky x; je nasledujici:

Krok 1 Pocinaje nejnizsi jednotkovou cenou se postupné pro kazdou cenu vypocita odpovidajici
optimalni velikost objednavky podle vztahu (5.5.4), dokud se nedosp&je k takové
nakladové optimalni velikosti, ktera je pfipustna.

Krok 2 Pro pfipustnou velikost optimalni objednavky spoctenou vkroku 1 a soucasné pro
vSechna mnoZstvi zdroje x; (body skoku kriteridlni funkce), vét$i neZ tato piipustna
ekonomicka velikost objednavky, se vypoctou hodnoty kriterialni nakladové funkce.

Krok 3 Optimalni velikost pevné objednavky je mnozstvi zdroje, pro které dosahne funkce
celkovych nakladii zasob v kroku 2 minimalni uroven.

5.5.6. Viceproduktovy skladni systém - dynamicky model

Témér kazdy realny skladni systém sestava z velkého poctu rtznych polozek zasob. Z
hlediska fizeni takovych systémid pak vznikd fada praktickych problémd, které se vztahuji k
systému zasob jako celku. Napt. dodava-li jeden dodavatel mnoho riznych polozek zasob, vznika
tzv. otdazka agregace objednavek, tj. slucovani objednavek riznych polozek zasob do jediné
objednavky. Tim vSak mize dochazet k odklonu od optimalniho cyklu objednavek (a s tim i
velikosti objednavek) u jednotlivych polozek zdsob. Naproti tomu dochazi ke zmenSeni
celkového poctu objednavek a nasledkem toho i ke zmenseni objemu ¢innosti s tim souvisejicich
a tedy i nakladti s nimi spojenych. Jednou z otazek, které si pak mizeme polozit, zni: "je
vyhodngjsi objednavat zvlast’ podle optimalnich cykld jednotlivych polozek nebo spole¢né a za
jakych podminek je ta ¢i ona strategie vyhodnéjsi?".

Jinym systémovym efektem fizeni skladli zasob o velkém poctu polozek je existence
ruznych omezujicich podminek, které se vztahuji na systém zasob jako celek, naptf. omezenost
celkovych skladnich prostorl, omezenost uhrnnych obéznych prosttedki vazanych v zasobach
apod.

Typickym ptipadem agregace objednavek je situace, kdy jeden nebo nékolik malo
dodavatelti zasobuje skladni systém vice riznymi polozkami zasob a kdy je zvlasté¢ vyhodné,
objednat jedinou objednavkou od téhoz dodavatele nékolik polozek zasob s tim, ze budou dodany
soucasné. Tak je tomu napft. pti odbéru zbozi od dodavatele vlastnimi dopravnimi prostiedky,
jestliZze rozhodujici slozku nakladt objednavky tvoii pravé naklady na jizdu autem.

Predpokladejme, Ze jednou objednavkou lze objednat souCasné n polozek pfi
konstantnich nékladech objednavky c,. Tyto naklady tedy nezdvisi na poctu objednanych
polozek ani na mnozstvi jednotlivych polozek. Necht’ potieba i-té polozky (resp. poptavka po této
polozce) béhem obdobi délky T je Q jednotek mnozstvi (i = 1, 2, ..., n) a necht’ naklady na
skladovani poloZky za jednotku Casu jsou ¢,; (i = 1, 2, ..., n). Velikost objednavky i-té polozky
ozna¢me X; (v jednotkach mnozstvi) a cyklus objednavani této polozky t; (v jednotkich Casu),
potom

X; :g[ﬂ, i=12,..,n. (5.5.20)
T
Vzhledem k tomu, Ze néklad objednavky v daném piipad€ nezavisi na poctu soucasné
objednavanych polozek, mél by byt optimalni objednaci cyklus pro vSechny polozky spole¢né

objednavané stejné dlouhy. Optimalni velikosti objednavek vSech polozek Ize tedy hledat ve
tvaru
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Xy :%[ﬂo, i=12,..,n, (5.5.21)

kde t,je optimalni délka spole¢ného objednaciho cyklu pro vSechny polozky.

Velikost objednavky kazdé polozky je tedy funkci délky cyklu ¢. Pocet cykli béhem
celého obdobi T je p = T/t. Celkové naklady za obdobi 7, spojené s dopliiovanim vSech n polozek
zasob v cyklech délky ¢, 1ze vyjadtit jako

N(t)=02§+%ic” E%t[T. (5.5.22)
i=1

Optimalni objednaci cyklus t = t, nalezneme minimalizaci funkce N (t):

Te, 1
- 4 C,. 4:0, 5523
& e 221 ne (5.5.23)

dN (¢)

odkud

(5.5.24)

Vysetfenim druhé derivace Ize ukazat, ze pro t = t, nabyva funkce N (t) opravdu minimum, tedy
dosazenim nalezené hodnoty t;, do vztahu (5.5.21) obdrZime optimalni velikost objednavky i-té
polozky zasob:

(5.5.25)

Minimalni dosazitelné skladni naklady pfi dodrZzovani optimalniho cyklu objednévek jsou

N(t0)= /2TczicliQi =,2Tc, /ic“Qi. (5.5.26)
=1 =T

Pro n = 1 nabyvaji vzorce (5.5.24) az (5.5.26) dtive nalezené tvary

2T 2
ty = el iy X, = 26,0 a N(x,)=+2Tc,c,0.
Oc, Tc,

Kdybychom naproti tomu objednavali kazdou polozku samostatné¢, vznikly by celkové naklady

N, = ZNOi = Z\/2TczcliQi :\/2Tc2 DZ\/CUQ,. . (5.5.27)

Protoze obecné plati

i = i Jz. (5.5.28)

musi byt vzdy
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N, )< N, (5.5.29)

tj. agregace polozek pii objednavce vede za uvedenych predpokladi vzdy k niz§im nakladim.
Ale tyto predpoklady byly dosti specialni a to sice v tom, Ze naklady objednavky nezavisely na
poctu objednanych polozek.

Uvazujme tedy realngjsi situaci, kdy objednaci naklady sestavaji jednak z pevné Casti
nezavislé na poctu objednavanych polozek ¢, , a jednak z Casti zavislé (pfimo imérne) na poctu

objednavanych polozek c¢,, (napf. spojené se zjiStovanim skute¢ného stavu zasob jednotlivych
polozek, vypocty s tim spojené apod.).
Objednaci néklady jsou tedy rovny ¢, =c¢,, +n (¢,,, kde n je celkovy pocet

objednavanych polozek. Porovnejme nyni celkové skladni naklady pfi objednavani podle
optimalniho objednaciho cyklu (a tedy i velikosti) kazdé jednotlivé polozky na jedné strané, t;.

N, = z N (IOi) a pfi souasném objednani vSech polozek se spoleénym objednavacim cyklem,
i=l1

§. Nz, ).

V ptipad¢ samostatného objedndvani mizeme vyjadrit nakladovou funkci pro i-tou
polozku

)= T[chf +sz)

t.

1

N(t,

1

+%Cn D, 1, (5.5.30)

a standardnim postupem obdrzime optimalni cyklus objednavek i-té polozky

\/2T[Q'czf +02v)
N "

, (5.5.31)
¢, W0,

optimalni velikost objednavky i-té polozky

2T c +c )IF2)
Xo; = ey +e )0 : (5.5.32)

i,
a minimalni dosazitelné skladni ndklady i-t¢ polozky

N(tot‘): \/2[T[Q02f +czv)EL/Cn [0, . (5.5.33)

Soucet takovych nakladu pro vSechny polozky za predpokladu, Ze kazdou z nich objednavame
samostatng¢, potom je

N, = iN(tOi): \/2[7'[(62‘]( +czv)Ei1/cli [, . (5.5.34)

Pokud budeme objednavat vzdy vSechny polozky najednou, nalezneme délku
optimalniho cyklu spole¢né objednavky standardnim zptisobem z rovnice

N(t):w+%ic“ 0, 4 (5.5.35)
i=1

ve tvaru
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20T [(czf + nczv)

ly = p , (5.5.36)
Z 0,
optimalni mnozstvi i-té polozky objednavané ve spole¢né objednavce
2 c + nc ) [0,
X, = e, +162, )10, , (5.5.37)

T [i ¢, 0,
=T

a minimalni néklady jsou

N(to) = \/ZT [ﬁczf + nczV) /ic“gi . (5.5.38)
i=T

V tomto piipadé jiz mlze nastat situace, kdy naklady jsou niz$i pii samostatném
objednavani nez pti spolecné objednavce, tj. mize platit

N, <N(t,). (5.5.39)

5.6. MODELY STOCHASTICKE

V deterministickych modelech se pfi hledani optimalni strategie fizeni zasob nepiihlizi
k riziku, pfip. nejistoté pii urCeni budouci poptavky nebo potieby ani pii stanoveni potizovaci
lhiity zéasob. Predpokladd se, Ze vSechny tyto veli¢iny jsou pfesn¢ znadmy. ObecnéjSim
vychodiskem optimalizace zasob, které je také v praxi realnéjsi, je vSak pravdépodobnostni ci
stochasticky charakter poptavky nebo potieby popi. i délky potizovaci lhity zasob. Podobné jako
u deterministickych uloh mohou byt 1 charakteristiky pravdépodobnostnich rozdéleni
pouzivanych k popisu poptavky nebo spotieby v ¢ase konstantni nebo se mohou znamym nebo i
neznamym zpusobem ménit. V dalsi kapitole bude uveden model, ktery piedpoklada primérnou
poptavku nebo spotiebu v case piiblizné konstantni a jejich stacionarni rozdé€leni
pravdépodobnosti jsou znama.

5.6.1. Jednorazové vytvarena zasoba s empiricky pravdépodobnostné urcenou
poptavkou

Nalezeni empirického pravdépodobnostniho rozdéleni neni obecné jednoducha uloha, jde
vlastné o slozity komplex otazek predikce resp. progndzy poptavky. V dalsich uvahach vsak
budeme piedpokladat, ze toto rozdéleni bylo nalezeno a lze z n¢ho tedy vychazet.

V praxi se pak mizeme setkat se tfemi situacemi: jednou piiznivou, kdy zasoba pofizena
dle vypoctu na modelu se pravé rovna skutecné budouci poptavce, a dvéma nepiiznivymi, kdy je
potizena zasoba nizs§i nebo vyssi nez skutecnd poptavka. V obou poslednich piipadech vznikaji
nezadouci naklady spojené s nedostatkem pohotové zasoby nebo naklady z nadbyte¢né zasoby. V
pripadé nedostatku zasob jesté rozliSujeme situace, kdy naklady nezavisi na objemu chybéjici
zasoby resp. jsou piimo umérné chybéjicimu mnozstvi zasoby.

Oznaéme y nahodnou proménnou, ktera udava velikost poptavky a muze nabyvat jen
diskrétnich hodnot. K ni ptifadme pravdépodobnost p(y), ktera urCuje, Zze poptavka v daném
budoucim obdobi bude mit praveé velikost y. Predpoklddejme, Ze ndklady z nedostatku jednotky
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mnozstvi pohotové zasoby jsou C,, ndklady z nadbytecné zasoby za kazdou nadbytecnou
jednotkou ¢ini C,. Ztrata z nadbytecné zasoby mlze napf. vzniknou tim, Ze jednotku jsme
zbyte¢n¢ dopravovali na sklad, pak ji pfedisponovavali jinam, popf. prodali se ztratou k jinému
ucelu nebo jsme pro ni pozdéji nenalezli pouziti viibec. Ztrata z chybé&jici zdsoby vznikne napft.
tim, Ze chybéjici nahradni dil vyfadi zakladni zafizeni z pouzivani a naklady na provoz
nahradniho zafizeni jsou vyS$i, za ztratu mizeme povazovat i usly zisk z nerealizované Cinnosti
apod.

Oznacme x velikost zasoby, kterou pofizujeme ke kryti budouci poptavky a hledejme
takovou jeji velikost X,, aby ocfekavané celkové naklady (resp. ztraty) spojené s timto
rozhodnutim byly minimalni. Naklady na objednani C,neuvaZujeme, protoze jsou nezavislé na
objednaném mnozstvi, ndklady na skladovani Cg rovnéz neuvazujeme, nebot’ je povazujeme za
zanedbatelné ve srovnani se ztratami Cya C, .

Jestlize y < x, vzniknou néklady ¢, (x - y), jestlize y > x , vzniknou néklady ¢, (y - x),
pfi x = y néklady nevzniknou. Océekavané naklady, resp. stfedni hodnota N (x), spojené s
rozhodnutim pofidit zasobu velikosti x, jsou

N(x)=2cz(x—y)( +00p(x Zch x)p(v) (5.5.40)

V=5 e b+ S e b-a),

Rozhodovaci tloha spoéiva ve stanoveni takové hodnoty x, aby N (x) bylo minimalni.
Lze postupovat tak, ze bychom postupné zkouseli riiznd rozhodnuti, ,tj. dosazovali x =0, 1, 2, ...,
vypogitali vzdy odekévané naklady N(x) a hodnota x = X, pro niz by néklady byly minimalni,
by urcovala optimalni rozhodnuti, tj. optimalni velikost zasoby, kterou bychom méli pofidit.
Pokud lze pfedpokladat, ze funkce N (x) nabyva jediného lokalniho minima, pak lze stanovit

hodnotu X,, kterd minimalizuje naklady N (x) analyticky.
Pro minimalizujici X, musi platit:

N(x,)=N(x, +1), (5.5.41)
a soudasné

N(x,)=N(x, -1). (5.5.42)
K vypoctu N(x+1) dosadime do vyrazu (1) pro N(x) za x vyraz x+1:

N(x+1) icz(x+l— p(y chNy x - lp(y)
& !

Soucty na pravé strané rovnice upravime tak, aby se z nich daly vytknout vyrazy shodné s t€mi,
které se vyskytuji na pravé stran¢ rovnice (1):

Ne+1)= Y e, (=00 + Yy e p0)+ S e (r=2)p(r)- 3 ey ).

y=x+l y=x+l

t.
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X

N(X”FZCZX W)+ 3 eu(v=x) y)’f%Zp(y)-cNEl-Zp(y)B

y=x+l

Pravdépodobnost jevu Y< X, tj. Ze budouci poptavka velikosti y nebude vétsi nez predem
pofizena zasoba velikosti x, oznaéme P (y < x).

Vzhledem k tomu, ze P y < x = i lze posledni rovnici prepsat do tvaru:

N(x+1):N(x)+P(ny)[ﬁcZ —cN]—cN. (5.5.43)
Nahradime-li v rovnici (5.5.43) x vyrazem x-1, dostaneme:

N(x)=N(x—1)+P(ny—1)[ﬁcZ—cN]—cN. (5.5.44)
Pro x = X, pak plyne z rovnice (5.5.43) a z podminky (5.5.41):

P(nyO)[ﬁcZ —cN]—cN =20 (5.5.45)
a z rovnice (5.5.44) a podminky (5.5.42):

(y<)c0 )Eﬁcz cN] (5.5.46)

Z nerovnice (5.5.45) dostaneme

P(ysxo)ZC—N

CN CZ
a z nerovnice (5.5.46)
c
Ply<x, -1)s—~% .
cy te,

Pro minimalizujici x = X, musi tedy platit

P(y <X, — 1) C+ . < P(y < xo) (5.5.47)
A

Vztah (5.5.47) tedy vyjadiuje podminku, kterou musi spliiovat x, které maximalizuje
oéekavané celkové naklady N (x) pii danych hodnotach Cya C, .

Prakticky se tohoto vztahu pouziva k optimalizaci velikosti zasoby tak, ze vypocteme pro
dané pravdépodobnostni rozdéleni piislusnou distribu¢ni funkci

y < x Zp .x =0,1,2,...,

dale vypocteme hodnotu zlomku a zjistime, pro kterou hodnotu x plati vztah (5.5.47).

Cy—C;
Priklad.

Urceme optimalni vysi jednorazové objednavky X, sezonniho zboZzi pro obchodni diim,
zname-li na zaklad¢ udaji z minulého roku jednotlivé pravdépodobnosti p(Q) pro velikost
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poptavky po tomto zbozi ve vysi QO kust na sezénu. Nebude-li poptavka plné uspokojena, ¢ini
ztrata z uslého zisku 800 K¢ na kazdy neuspokojeny pozadavek. Zistane-li naopak po skonceni
sezony ¢ast zbozi ve skladé, vznika ztrata v disledku snizeni jeho ceny pii posezonnim vyprodeji
200 K¢ za kus. Empirické rozdéleni pravdépodobnosti poptavky a kumulované pravdépodobnosti

p(Q < x) uvadi nasledujici tabulka 5.1.

0. x p(0) p(0<x)
1 000 0,01 0,01
2 000 0,04 0,05
3000 0,15 0,20
4 000 0,40 0,60
5000 0,25 0,85
6 000 0,10 0,95
7 000 0,05 1,00
Tab. 5.1

K vypoctu pouzijeme vztahu (5.5.47), kde ¢, =800 a ¢, =200 . Tedy

¢y _ 800 _
¢y +c, 800+200

b

Z tabulky 5.1 plyne
p(0<4)<080<p(0<53),

takZe optimalni vySe jednorazové dodavky X,, kterd minimalizuje oCekdvané celkové ztraty, je
5000 kust. Ocekavané celkové ztraty odpovidajici této vysi jednorazové zasoby dosahnou podle
vztahu (5.5.40) minimalni tirovné 332 000 K¢.

138



6. Sitova analyza

6.1 UVOD

Metody sitové analyzy jsou zaloZeny na feorii grafit — samostatné matematické discipliné,
jejiz pocatky jsou spojovany s tlohou o konigsberskych mostech, kterou fesil jiz v roce 1736
slavny matematik L. Euler.

Sitové modely pouzivané v operatnim vyzkumu vychazeji z graft, které se vyznacuji
specialni strukturou a nazyvaji se sité. Metody a modely sitové analyzy maji Siroké praktické
uplatnéni napft. pfi projektovani dopravnich a telekomunikacénich siti, pfi feseni iloh spojenych
s kalendainim planovanim, se skladovanim a distribuci vyrobki a zbozi, s fungovanim systému
hromadné obsluhy a pro fadu dalSich tloh technického a ekonomického charakteru. Z uvedeného
struéného vyctu moznych aplikaci sitovych modeli a metod je zfejma jejich univerzalni
pouzitelnost, zvlasté pti zkoumani velkych systému.

6.2 ZAKLADY TEORIE GRAFU

Nastrojem zkoumani teorie grafli je graf, ktery lze matematicky vyjadfit jako dvojici
mnozin G = {U ,H} , kde U je mnozina uzli a H mnoZina hran. Hranou se rozumi usporadana
dvojice uzli {u,\} ,kde u U a vUU . V dal§im se zaméfime na konecné grafy, kdy U a H
jsou kone¢né mnoziny.

Pocet hran vychazejicich z daného uzlu se nazyva stuperi uzlu. Hrana, kterd zaCina a
kon¢i ve stejném uzlu, tvoii smycku. Existuje-li v jednom sméru vice hran mezi dvéma uzly,
hovotime o paralelnich hrandch. Grafy obsahujici paralelni hrany nebo i smycky se nazyvaji
multigrafy popt. pseudografy — tyto druhy grafii nebudou pfedmétem naSeho dal$iho vykladu.
Graf G, :{UI,H‘} je podgrafem G :{U,H} ,jestlize U, UU a H, U H. Podgraf G,, pro
ktery plati U, =U a H, U H, se nazyva faktorem grafu G.

Pro praci s grafem se uzly popisuji, napt. v kone¢né mnoziné n uzli U lze oznait uzly
U, Uy,...,u, . Hrany v mnozin¢ H predstavuji mnozinu dvojic uzli napt. (u U j) a oznacujeme

je hz‘i (i,j=L2,...,n). Uzly u, a u; se oznacuji jako uzly incidentni s hranou hii'

Pokud mnoziny U a H neobsahuji mnoho prvki, l1ze graf zadat nebo popsat graficky —
uzly jsou znazornény krouzky (body) a hrany pfimé nebo rizné zakiivené ¢i lomené Cary. Pro
spravné znazornéni grafu je podstatna pouze existence uzli a hran mezi uzly, nikoliv jeho, resp.
tvar uzli a hran. Jiné moznosti zadani grafu predstavuji napf. topologicky zplsob nebo
incidenéni matice. Na obr. 6.1 je zndzornén alternativné graf G smnoZinou uzld
U= {u1 Uy Uy, Uy, Us ,ué} a s mnozinou hran H = {hlz,hm,h23 Py Py s, By hys ,hsﬁ} .

Posloupnost uzli a hran u,,h,,,...,h,_ u, vgrafu G se nazyva sled. Plati-li v, =u,,

> n=1,n"n
jedna se o uzavieny sled, v opacném ptipadé, kdy u, # u,, jedna se o otevieny sled. Uzly u, a
u, jsou koncové uzly sledu, uzly u, pro 1<k <n nazyvame vnitinimi. Pocet hran, které tvori

dany sled, predstavuje jeho délku. Vzdalenost dvou uzlli se méti délkou nejkratSiho sledu, ktery je
spojuje. Souvisly grafje takovy, v kterém existuje sled mezi jeho libovolnymi dvéma uzly.
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Cestu v grafu tvori otevieny sled obsahujici pouze riizné uzly. Kruznice (cyklus) je cesta
zaCinajici a koncici ve stejném uzlu. Acyklicky graf neobsahuje Zzaddnou kruznici. Souvisly
acyklicky graf je tzv. strom. Cesta, ktera prochazi vSemi uzly grafu, se nazyva hamiltonovska.
Hamiltonovska cesta tedy zahrnuje vSechny rtizné uzly grafu, ale nemusi prochazet po vsech
hranach, zatimco eulerovsky sled obsahuje vSechny rtizné hrany grafu, pricemz nékteré uzly
mohou byt zahrnuty vicekrat.

N

(2 (A (&)
1 2 —3 4 5 6

Obr. 6.1 Alternativni znazornéni totozného grafu

V tad¢ aplikaci teorie grafl se pfitazuji hranam nebo uzlim grafu urcité hodnoty (¢isla).
Jestlize na mnoziné hran H grafu G ={U ,H} je definovano zobrazeni do mnoziny realnych
¢isel, jde o hranové ohodnoceny graf. Ohodnoceni libovolné hrany h[j oznacime napf. k,y- Tato
hodnota miize piedstavovat vzdalenost mezi uzly grafu, propustnost hran, dobu potfebnou
k ptekonani useku znazornéného hranou apod., zpravidla je nezaporna.

Jestlize na mnoziné uzla U grafu G ={U ,H} je definovano zobrazeni do mnoziny
redlnych &isel, jednd se o uzlové ohodnoceny graf. Ohodnoceni uzlu u; znacime napf. k.
V praktickych ulohach Ize graf ohodnotit obéma zptisoby soucasné, tj. hranoveé i uzlove.

Pokud ma smysl rozliSovat u hran grafu i smér, hovotime o orientovaném grafu, ktery
tvofi mnozina uzlt U a mnoZina orientovanych hran H. U orientovaného grafu nejsou ruzné
orientované hrany hij a h ;i totozné, 1 kdyZz spojuji stejnou dvojici uzli. Pfi zobrazeni
orientovaného grafu je smér orientace hran znazornén Sipkami.

Na rozdil od neorientovaného grafu se u orientovanych hran nehovoii o krajnich uzlech,
ale o pocatecnich a koncovych uzlech. Analogicky pojmu sled u neorientovaného grafu je

definovano pro orientovany graf spojeni nebo také orientované spojeni. Silné souvisly graf je
orientovany graf, mezi jehoz libovolnymi dvéma uzly existuje orientované spojeni.

Zvlastnim druhem orientovaného grafu je sit’ (sitovy graf), definovana jako souvisly,
orientovany, hranové resp. uzlové ohodnoceny graf, v kterém existuje vstup a vystup. Vstup do
sité je uzel, z kterého hrany pouze vychazeji, vystup ze sité je uzel, do kterého hrany pouze
vchazeji. Graf vyhovujici témto podminkam je znazornén na obr. 6.2.
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Obr. 6.2 Zobrazeni sitoveho grafu

6.3 ZAKLADNI ULOHY SITOVE ANALYZY

6.3.1 Optimalni spojeni v siti

Optimalizaéni uloha spocivad v propojeni napi. skupiny odbérateli zemniho plynu,
dodévan¢ho zjednoho zdsobniku takovym zplsobem, aby celkovd délka plynovodu, pfip.
naklady na jeho vybudovéani, byly minimalni. Podobné tlohy vznikaji pfi projektovani
dopravnich , telefonnich, kabelovych televiznich, energetickych a jinych siti, kdy je cilem nalézt
feSeni, které minimalizuje zvolenou kriteridlni funkci.

Podstatou ulohy z hlediska teorie grafii je nalézt takové hrany ohodnoceného souvislého
grafu, které spojuji vSechny jeho uzly a maji minimalni souéet ohodnoceni takovych hran. Ze
zadani je zfejmé, ze feSeni nesmi obsahovat cyklus, a tento typ tlohy se také oznacuje jako wloha
nalezeni minimalniho stromu.

Oznacime-li ohodnoceni hrany /, v neorientovaném grafu G :{U ,H} jako k,; >0

(i,j=12,...,n), pak pro minimalni strom plati
z= Y k, - min.
g
th

Algoritmus pro stanoveni minimalniho stromu je relativné jednoduchy a je ur¢en témito
kroky:

Krok 1. V mnozing hran grafu G, uspofadané podle velikosti ohodnoceni hran k,, najdeme

i
dvé hrany snejmenSim ohodnocenim a zafadime do mnoziny konstruovaného
minimalniho stromu.

Krok 2. Jiz vybrané hrany z grafu G dale nebereme v ivahu a ze zbylych zatadime do
minimalniho stromu takovou hranu, kterd ma nejniz§i ohodnoceni kg a pritom

netvofii s jiz vybranymi hranami cyklus.
Krok 3. Druhy krok opakujeme az do vybrani n—1 hran (n je podet uzli), které tvorfi
minimalni strom.
Maji-li dvé nebo nekolik hran stejna ohodnoceni kg a netvofi s dosud vybranymi

hranami cyklus, zafadime do sestavovaného minimalniho stromu libovolnou z nich. Povede-li
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tento postup v dal§im kroku k vypusténi nekteré ztéchto shodné ohodnocenych hran, pak
vysledny minimalni strom ma vice optimalnich feSeni (nejednoznacné feseni, alternativni feseni).

Priklad.

Mame navrhnout nejkrat$i kabelové spojeni (pfimé nebo nepiimé) v televizni siti s Sesti
skupinovymi ucastnickymi stanicemi, kterd je znadzornéna na obr. 6.3. Uzel u, predstavuje

centralni televizni studio. Ohodnoceni hran znamenaji délku kabelti potfebnou k propojeni
odpovidajicich uzlt. Chyb¢&jici hrany mezi uzly v neorientovaném grafu znamenaji z riznych
divodl technicky nerealizovatelné spojeni.

Obr. 6.3 Graf zadani ptikladu

Reseni.
Dle popsaného algoritmu vybereme postupné z grafu na obr. 6.3 mnozinu hran, které
tvori minimalni strom, s témito ohodnocenimi:

1. k,=2, 3. ky =3, 5. k;; =5 nebo
2. ks =3, 4. k,, =4, ky, =5.

V poslednim kroku jsme dospéli k alternativnimu optimalnimu feSeni tlohy — Ize propojit bud’
uzly u, a u; nebo u; a u,, ptitom minimalni délka propojeni ¢ini 17 a stejnd pro ob¢ feSeni.

Alternativni minimalni stromy ukazuje obr. 6.4.

-®

Obr. 6.4 Alternativni minimalni stromy
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6.3.2 Nejkratsi cesta siti

Uloha nalezeni nejkratsi cesty siti spo¢iva v nalezeni cesty mezi poc¢atecnim a koncovym
uzlem, pro kterou je soucet ohodnoceni hran tvoricich tuto cestu minimalni.

Ptikladem muze poslouzit silni¢ni sit, v které kiizovatky silnic predstavuji u, JU a
silni¢ni Gseky mezi kiizovatkami tvoii hrany /, UH (i,j=1,2,...,n). Ohodnoceni hran
kij >0 jsou napf. vzdalenosti mezi dvéma uzly u; a u,, pfitom pro zjednoduseni
predpokladime, ze k; =k, .

Nalézt nejkratsi cestu v takto zadané siti znamena vybrat posloupnost hran C, spojujicich

vstup u, s vystupem u, , pro kterou plati

n?

z= kij — min.

(e

Forduv-Fulkersiiv a Dantzigiiv algoritmus

Forduv-Fulkerstiv algoritmus pfedstavuje jeden z nejstarSich a nejznaméjsich postupii
vhodnych pro feSeni optimalizacnich uloh na grafech. Je zaloZen na pfifazovani hodnot v,

jednotlivym uzlim sité¢ u,, takze vysledkem je uzlové ohodnoceny graf. Nevyhodou tohoto

algoritmu je, ze postup neni jednoznacny v pofadi ohodnocovani uzli sité. Tento nedostatek
odstranuje Dantzigiiv algoritmus, jehoZ jednotlivé kroky 1ze popsat nasledovné:

Krok 1.  Pocate¢nimu uzlu u, pfitadime hodnotu v, =0.
Krok 2. Ostatnim uzlim pfifazujeme hodnoty v, vypoctené pomoci vztahu

v, =min(y, +,). 6.3.1)
2y

Minimum v (6.3.1) se hledd pro vSechny hrany h[j [0 H , pro které plati, Ze jejich
pocateCnimu uzlu u, byla jiz hodnota v; urcena, zatimco jejich koncovému uzlu u;
ohodnoceni v; dosud urceno neni.

Krok 3.  Ohodnoceni v, koncového uzlu u, je délka nejkratsi cesty siti, pfitom pro uzly na
této cest¢ plati vztah

v, =V, =kij.

Je zfejmé, Ze hodnoty v, pfifazené jednotlivym uzlim u, jsou délky nejkratSich
cest z pocatecniho uzlu u, do pfislusného uzlu u,. Je-li pro n€kolik hran hodnota
vyrazu (6.3.1) stejna, existuje vice optimalnich feseni ulohy.
Priklad.
Pomoci Dantzigova algoritmu naleznéte nejkratsi cestu mezi uzly u, a u, v acyklické
siti znazornéné na obr. 6.5.
Resent.
Vypocet usporadame do tabulky 6.1, jeji pocet sloupcti je roven poctu uzld site.
V prvnim fadku jsou vyznacCena poradova Cisla uzll i a do druhého tadku jsou postupné
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zapisovany vypocétené hodnoty v,, pfitom v, = 0. Dalsi fadky tabulky obsahuji dvojice ¢isel,
znichz prvni je pofadové ¢islo koncového uzlu u; odpovidajici hrané h[j a druhé cislo (v
zavorce) je ohodnoceni dané hrany kg- Téchto dvojic ¢isel j(kij) je vkazdém sloupci tolik,

kolik hran z daného uzlu vystupuje.

Obr. 6.5
1 1 2 3 4 5 6 7
v, 0 2 4 7 7 5 13
jk,) | BQ | 4B | BG) | s® | 6] | 9
565) 6(1) 6
440
Tab 6.1

Algoritmus vypoctu je nasledujici:
Krok 1. Pocate¢nimu uzlu pfitadime ohodnoceni v, =0.

Krok 2. Pouzitim vztahu (6.3.1) vypocteme v, , pfitom uvazujeme jen ty uzly, pro které jsou

jiz ohodnoceni v, stanovena.

Krok 3. Hodnotu v, stanovenou v kroku 2 pro uzel u, zapiSeme do druhého fadku tabulky.
Dvojici ¢isel odpovidajici hrané, pro kterou je soucet v, + kij v (6.3.1) minimalni,

napf. zardmujeme a vSechny dvojice Cisel, v nichz prvni ¢islo odpovidd prave
ohodnocenému uzlu, v tabulce napft. preskrtneme.

Krok 4. Nalezneme-li ohodnoceni vSech uzli sité, vypocet je ukoncen. Ohodnoceni
koncového uzlu predstavuje délku nejkratsi cesty z pocatecniho do koncového uzlu.

Z tabulky (6.1) 1ze odecist, ze délka nejkratsi cesty mezi uzly u, a u, je v, =13, pfitom

nejkratsi cestu tvofi posloupnost hran h,,, A,s, hy,. Hrany a uzly lezici na nejkrat$i cesté
vycteme z tabulky tak, Ze podle zaramované dvojice Cisel, odpovidajici hran¢ vstupujici do
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koncového uzlu sité, zjistime pocatecni uzel této hrany, tj. vtomto piikladu ug, atd. az

dospé&jeme k pocateCnimu uzlu sité u, .

6.3.3 Toky v siti

Analyzu toka v siti fesi zvlastni skupina optimalizacnich Gloh na sitovych grafech, ktera
umoziluje optimalizovat napf. fungovani systémut prepravujicich homogenni produkty, jako jsou
voda, plyn, nafta apod.

Tokem v siti mezi dvéma zvolenymi uzly mnoZiny U se nazyva celo¢iselna funkce ¢,
definovana na mnoziné H orientovaného sitového grafu G, pro kterou plati:

1.0<t, <k; (i, j=1,2,...,n) pro viechny hrany h, [JH , pticemz ¢, je hodnota toku

hranou 4; a k; je maximalni propustnost resp. kapacita hrany h;, .
2. Pro kazdy tranzitni uzel u, LJU , tj. rizny od vstupni uzlu u, a vystupniho uzlu u,, plati

EDXT (6.3.2)
kde U;" je mnozina potfadovych &isel uzlfi, z nichZ vychdzi n&jaka hrana kon¢ici v u, a U,
je mnoZina pofadovych ¢isel vSech uzli, do nichZ vchazi néjaka hrana zacinajici v u; .
Podminka (6.3.2) znamend, Zze v tranzitnich uzlech sité nevznikaji zadné ztraty
(prirastky) na prepravovaném produktu.
Velikost toku V piedstavuje ¢islo
V=31,
JHUY
pro které na zaklad¢ podminek rovnovahy (6.3.2) tykajicich se tranzitnich uzl musi platit
V= ztu = ztjn :
Juy JOuy
Maximalni tok siti

Jednou ze zakladnich tloh o tocich v siti je hledani maximalniho toku na siti, resp. toku
s maximalni velikosti. Ukdzeme postup vypocltu pro sitovy graf, ktery je plochy (rovinny).
Plochy graf 1ze v roviné znazornit tak, Ze zadna dvojice jeho hran se neprotina a zaroven lze
spojit jeho vstupni a vystupni uzly hranou, ktera se neprotina s ostatnimi hranami.
Algoritmus stanoveni maximalni velikosti toku pro plochy sitovy graf je nasledujici:
Krok 1.  Nalezneme zpohledu na zobrazenou sit' nejhofej$i (nejsevernéjsi) cestu mezi
vstupem a vystupem a oznacime ji napt. C,.
Krok2. Na cest¢ C, vybereme hranu snejmensi kapacitou. Necht' je to hrana 7

s kapacitou &, . Potom propustnost cesty C,, kterou ozna¢ime k(C | ), jerovna k.

Krok 3. Sit' upravime tak, ze na cest¢ C, vypustime hranu s nejmensi kapacitou a hodnotu

k. snizime kapacity vSech zbyvajicich hran na této cestg.

rs

Krok 4. Kroky la a 3. opakujeme na faktoru grafu, ktery vznikne z pivodni sité, tak dlouho,
dokud existuje mezi vstupem a vystupem n¢jaka cesta.
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Krok 5. Maximalni velikost toku vsiti V_  udava soucet propustnosti jednotlivych cest,

max

tedy
Vo =k(C)+k(C,)+....

max

Priklad.

Najdéme maximalni tok v siti znazornéné plochym grafem na obr. 6.6, jejimz vstupem je
uzel u, a vystupem uzel u;.

Obr. 6.6

Nejhotejsi cestu C; mezi vstupem a vystupem v siti na obrazku tvoti posloupnost hran
hy,, hy,, h,s ajeji propustnost k (C1) = k,5 = 2. Faktor, ktery vznikne ze sité vypu$ténim hrany

h,s a snizenim kapacity zbyvajicich hran na cest¢ C, o hodnotu ks, pfedstavuje obr. 6.7.

Obr. 6.7

V siti na obr 6.7 je nejhotejsi cesta C, urena posloupnosti hran 4,,, hy;, hys, takze
propustnost k(C ) ) =k,, =4. Po upravé podle tietiho kroku dostaneme sit’' v podob& uvedené na
obr. 6.8.

V této siti obsahuje nejhotejsi cesta C, hrany h,,, h,s a propustnost k (C3): by =2.
ProtoZze po vynechani hrany /,, neexistuje mezi vstupnim a vystupnim uzlem zadna cesta,

vypocet je ukoncen. Maximalni velikost toku v siti zadané na obr. 6.5 je rovna souctu spoctenych
propustnosti jednotlivych cest, tedy

Vo =k(C)+k(C,)+k(C,)=38.
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Obr. 6.8

6.4 ANALYZA KRITICKE CESTY

Jednou z nejrozsifenéjSich oblasti aplikace teorie siti v praxi jsou modely a metody
analyzy kritické cesty. Jedna se o souhrnné oznaceni nastrojii modelovani a zkoumani relativné
slozitych systému resp. procestl, s kterymi se muzeme setkat pii planovani, fizeni, koordinaci a
kontrole rozsahlych projektii v oblasti investi¢ni vystavby, stavebnictvi, ve vyzkumu a vyvoji,
vudrzbé apod. a které jsou komplexem velkého mnozstvi technologicky a organizacné
souvisejicich ¢innosti.

Projekt 1ze charakterizovat jako prostorové a Casové vymezeny soubor vzajemné
podminénych c¢innosti, jejichz realizace v ur¢eném potadi je podminkou dosazeni stanoveného
cile. Celou mnozinu ¢innosti a jejich technologickych a organiza¢nich vztahti v urcitém systému
lze znazornit hranové nebo uzlové ohodnocenou siti. V dal$im se omezime na castéji pro tento
ucel pouzivané hranoveé ohodnoceni sitové grafy.

Jednotlivé ¢innosti projektu jsou charakterizovany deterministickym nebo stochastickym
zptsobem predevsim dobou trvani pfip. jinymi charakteristikami o vySi naroki na rizné druhy
disponibilnich zdroji (pracovnich sil, materidlu, energie, finan¢nich prostiedkl), které
predstavuji ohodnoceni cinnosti.

Pti sestaveni hranové ohodnocené sit¢ libovolného projektu se postupuje tak, ze kazdé
¢innosti je prifazena jedna orientovana ohodnocena hrana. Zacatek a konec cCinnosti maji
charakter udélosti a zobrazuji se jako uzly. Jednotlivé Cinnosti se oznacuji dvojicemi index,
napft. (i ] ) - prvni je index pocate¢niho uzlu pfislusné hrany, druhy je index koncového uzlu. Pti
konstrukci sitového modelu je nutno dodrzet zasadu, Ze pofadova Cisla uzli se neopakuji a ¢islo
pocate¢niho uzlu hrany je vzdy mensi nez ¢islo koncového uzlu stejné hrany.

Sitovy graf pouzivany pii analyze kritické cesty znazornuje logické vazby jednotlivych
¢innosti , pfedevSim vztahy jejich naslednosti, pfitom nesmi mit charakter multigrafu ani
cyklického grafu. Jedna se o tyto mozné piipady:

a) Urcita ¢innost B nasleduje bezprostiedné po ¢innosti 4, tedy ¢innost B nelze zahdjit diive
nez v okamziku skonéeni ¢innosti 4.

b) Jedna ¢innost D navazuje na nékolik paralelnich ¢innosti A, B, C, tedy zah4jeni ¢innosti D
zavisi na skonceni v§ech bezprostfedné predchazejicich ¢innosti.

¢) Po urcité ¢innosti A nasleduje bezprostiedné nekolik jinych paralelnich ¢innosti B a C,
jejichz soucasné zahajeni je mozné teprve po skonceni ¢innosti A.

d) Zahajeni nekolika paralelnich ¢innosti C, D, E je bezprosttedné zavislé na skonéeni vice
ptredchazejicich paralelné probihajicich ¢innosti 4 a B.
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Kromé hran s kladnym ohodnocenim, které odpovidaji skutenym ¢innostem, se mohou
v siti vyskytnout i nulové ohodnocené hrany ptedstavujici fiktivni cinnosti. Tyto se pouzivaji
k zobrazeni vztahi naslednosti ¢i synchronizace realnych cinnosti nebo k zamezeni vzniku
multigrafii. Nazorné je predstaveno pouziti fiktivnich hran na dvou ptikladech.

1. Zobrazme v siti situaci, kdy ¢innost D lze zahajit nejdiive po skonceni dvou bezprostfedné
predchazejicich paralelnich ¢innosti A a B, zatimco ¢innost C probihajici paralelné s ¢innosti
D, zavisi pouze na skon¢eni ¢innosti A. Jednu z moznych variant feSeni ukazuje obr. 6.9.

2. Graf na obr. 6.10 zobrazuje situaci dvou paraleln¢ probihajicich ¢innosti. Mezi dvojici uzli
existuji dvé paralelni hrany a graf je tedy multigrafem, coz je pro analyzu kritické cesty
nepiipustné. Dva mozné zptisoby feseni ukazuje obr. 2.11.

Obr. 6.10

Nejznaméjsi a nejrozsirenéj$i modely a metody sitové analyzy pouzivané pii planovani a fizeni
projektd, jsou znamé pod oznacenim CPM (Critical Path Method) a PERT (Program Evaluation
and Review Technique). Spoleénym rysem obou metod je, Ze jsou zalozeny na hranove
ohodnocené siti a berou v tivahu pouze faktor ¢asu, slouzi tedy k casové analyze kritické cesty.
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6.4.1 Casovi analyza sité pomoci CPM

Metoda CPM pracuje v zakladnim tvaru s hranové ohodnocenym sitovym grafem,
ohodnocenym deterministicky. Interpretace uzlii je konjunktivné deterministicka, tzn. ze uzel je
realizovan, jsou-li realizovany vSechny ¢innosti, které v ném konci. Realizace uzlu je podminkou
pro zahajeni realizace vSech ¢innosti, které z ného vystupuji.

Zaved’'me nasledujici symboly pro zakladni ¢asové charakteristiky sitového grafu:
Charakteristiky sitoveho grafu:
vypocétené trvani projektu

planované trvani projektu

p
termin zahdjeni projektu T,
Charakteristiky cinnosti:
trvani ¢innosti (i ] ) t;
nejdiive mozny zacatek ¢innosti IM
nejpozdéji ptipustny zacatek ¢innosti ZP
nejdiive mozny konec ¢innosti KM
nejpozdéji ptipustny konec ¢innosti KP
celkova ¢asova rezerva ¢innosti RC
volna ¢asova rezerva ¢innosti RV
nezavisla ¢asova rezerva ¢innosti RN
Charakteristiky uzlu:
termin uzlu T
nejdfive mozny termin uzlu ™
nejpozdéji pripustny termin uzlu TP
rezerva uzlu R

Casova analyza sité metodou CPM piedpoklada zadani:

a) terminu zah4jeni projektu 7,
b) planované trvani projektu, resp. termin koncového uzlu 7,
¢) doby trvani kazdé¢ Cinnosti projektu 7, .

Termin zahajeni projektu 7, muze byt zadan absolutné (napt. 20.9.1999) nebo relativné

(termin 0). Ostatni ¢asové charakteristiky se pak podle 7|, vyjadiuji rovnéz absolutné nebo
relativng.

Vlastni algoritmus metody CPM probiha ve ctyfech fazich:
L faze — vypocet nejdiive moznych zacatkii a koncii cinnosti.

Nejdiive mozny zacatek ¢innosti (i i ) - ZM ; je déan nejdiive moznym terminem uzlu i,
tedy

IM,; =TM,. (6.4.1)
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Nejdiive mozny termin libovolného uzlu se stanovuje postupné od pocatecniho uzlu dle
vztaht:

™, =1,,
TMi :(I;B?j);i(TMh +thi), (6.4.2)

kde P je mnozina v§ech hran konéicich v uzlu 7, jak ukazuje obr. 6.12.

™.,

Obr. 6.12

Nejdiive mozny konec ¢innosti (i ] ) - KM ; Je dan souctem nejdiive mozneho terminu
zahajeni ¢innosti (i, j), tj. ZM ; a doby trvani ¢innosti 7, , tedy
KM, =ZM; +t;, (6.4.3)
coz lze vyjadfit rovnéz
KM, =TM, +1,. (6.4.4)

Jestlize n je index vystupniho uzlu, pak nejdfive mozny termin vystupniho uzlu 7M ,

znamena nejkratsi dobu realizace projektu, ktera je rovna ohodnoceni nejdelsi cesty v siti mezi
vstupnim a vystupnim uzlem.

1l faze — vypocet nejpozdéji pripustnych zacatku a konciui c¢innosti.
Nejpozdéji ptipustny konec ¢innosti (i i ) - KR.J. je dan nejpozdéji pripustnym terminem

uzlu j. Pro libovolny uzel se stanovi nejpozdé€ji piipustny termin postupné od koncového
(vystupniho) uzlu sitového grafu dle vztahi:

TP, =T,, (6.4.5)
TP, = min, (zp, -t,), (6.4.6)

kde P je mnozina v§ech hran vystupujicich z uzlu j, jak ukazuje obr. 6.13.
Nejpozdéji pripustny zacatek Einnosti (l', j) - ZP, je dan rozdilem nejpozdéji

ptipustného konce ¢innosti (i, j), tj. KP; a doby trvani Cinnosti 7, , tedy
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ZP, =KP, —t,, (6.4.7)
coz lze rovnéz vyjadrit

ZP, =TP, —t,. (6.4.8)

TP,

. tU
0

Obr. 6.13

Kiriticka cesta

Libovolna ¢innost (i, j) ma pro realizaci vymezeny ¢asovy interval 7P, —=TM,, nebot

milze zacit nejdiive v terminu daném nejdiive moznym terminem vychoziho uzlu a musi skoncit
nejpozdéji v terminu daném nejpozd€ji piipustnym terminem uzlu koncového. Pro libovolnou
¢innost (i, j) musi tedy platit

t, <TP, ~TM,.

V piipade, ze plati rovnost #; = TP, —TM, nemame zfejme pro realizaci ¢innosti (i i ) zadnou

casovou rezervu. Cinnost s touto vlastnosti nazyvame kritickou cinnosti. Kritickou cestou pak
oznacime cestu sitovym grafem od poc¢ate¢niho (vstupniho) ke koncovému (vystupnimu) uzlu
slozenou z kritickych ¢innosti.

I1I. faze — vypocet ¢asovych rezerv ¢innosti.
Celkovou casovou rezervu ¢innosti RC zavadime vztahem

RC, =TP,~TM, —t,. (6.4.9)

Kriticka cesta, resp. ¢innosti na kritické cesté maji celkovou Casovou rezervu nulovou. Cinnosti,
které maji ,,malé” celkové Casové rezervy oznacujeme jako subkritické a mohou vytvafet tzv.
subkriticke cesty.

Vzhledem k rovnicim (6.4.1) az (6.4.8) lze celkovou ¢asovou rezervu vyjadfit rovnéz ve
tvaru

RCij = ZP[j —ZM,,j
nebo

RC, =KP,—KM,.
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Celkovou casovou rezervu ¢innosti lze slovné interpretovat tak, ze vyjadfuje velikost ¢asového
intervalu, o ktery lze zpozdit ukonceni realizace Cinnosti (tj. posunout zacatek Cinnosti, nebo
prodlouZit dobu trvani ¢innosti nebo kombinace obou), aniz by se zménilo trvani celého projektu.

Volnou casovou rezervu ¢innosti RV zavadime vztahem

RV, =TM , -TM, —1t,. (6.4.10)
Vzhledem k tomu, Ze plati TM ; < TP, , pak ze vztahii (6.4.9) a (6.4.10) plyne, ze¢ RV, < RC,,.

Volnou ¢asovou rezervu ¢innosti 1ze slovné interpretovat tak, Ze vyjadfuje velikost ¢asového
intervalu, o ktery lze zpozdit ukonceni realizace ¢innosti, aniz by se tim zabranilo bezprostfedné
nasledujicim ¢innostem zacit realizaci v nejdiive mozném terminu.

Duvodem zavedeni dal$i ¢asové rezervy je skute¢nost, Ze ne vSechny ¢innosti majici nenulové
celkové Casové rezervy mohou tuto vycerpat. VycCerpani celkové Casové rezervy jednou Cinnosti
znemoznuje vycCerpani celkové Casové rezervy vSem bezprostfedné nasledujicim cinnostem.
Vycerpani volné ¢asové rezervy jednou ¢innosti nebrani nasledujicim ¢innostem vycerpat rovnéz
volnou ¢asovou rezervu.

Nezavislou casovou rezervu ¢innosti RN zavadime vztahem

RN, =max(TM , -TP, -1,;0). (6.4.11)

ij°

Vzhledem k tomu, ze plati 7M, < TP, , pak ze vztaht (6.4.10) a (6.4.11) Ize odvodit, ze
RN, <RV,.

Nezavislou ¢asovou rezervu Cinnosti Ize slovné interpretovat tak, ze vyjadiuje velikost ¢asového
intervalu, o ktery lze zpozdit ukonceni realizace ¢innosti, ktera zacala v nejpozdéji piipustném

terminu, aniz by se tim zabranilo bezprostfedné nasledujicim ¢innostem zacit realizaci v nejdrive
moZném terminu.

Vyznam zavedeni nezavislé Casové rezervy spocivd v kombinaci vyuziti vSech uvedenych
¢asovych rezerv u n¢kolika bezprostiedné po sobé nasledujicich ¢innostech.

Vztah mezi jednotlivymi ¢asovymi rezervami schematicky ukazuje obr. 6.14.

™, TP \T™
TP, ™,
™, TP M L
t, | RC=TP-TM-t,
> >
t;/ P R\/,7=TM-TM-1./J
rl < >
t,j | RNU =max (TM_ TP ,-t,],' O)
> >

Obr. 6.14
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Je-li uzel 7 na kritické cesté, pak TM, =TF, a RV; = RN ;.
Je-li uzel j na kritické cesté, pak TM ;, =TP, a RC,;, =RV.

Jsou-li oba uzly 7 i j na kritické cesté, pak plati 7M, =TF,, TM ; = TP, a soucasné pro Casové
rezervy TP, =TM, —t, =RC; =RV, =RN, =0.

Priklad.

Proved'me casovou analyzu sitového grafu (nejkratsi dobu trvani, kritickou cestu a
casoveé rezervy), ktery reprezentuje model projektu zadaného v tabulce 6.1 Cinnostmi, jejich
navaznosti a dobou trvani.

oznaceni doba trvani bezprostiedné
¢innosti t; predchazejici
¢innost

A 3 -

B 8 -

C 9 -

D 9 A

E 7 A

F 7 B

G 8 C

H 8 B,E

I 4 F

J 5 F

K 7 D

L 5 H, 1

M 6 G.J

Tab. 6.2

Reseni.
1. Dle navaznosti ¢innosti uvedenych v tabulce 6.2 sestrojime hranové orientovany sitovy graf,

ocislujeme uzly tak, aby kazda hrana vzdy vychazela z uzlu niz§iho potadového ¢isla do uzlu
s vy§8im Cislem. Sitovy graf ukazuje obr. 6.15.

2. Obr. 6.16 ukazuje umisténi jednotlivych zadanych a vypocitdvanych ¢asovych charakteristik
v sitovém grafu na ptikladu jedné hrany a dvou uzltii a .

3. Faze I - vypocet nejdiive moznych zacatka a koncti ¢innosti.
Polozime

™, =0.
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Obr. 6.15

Obr. 6.16

ZM, t, KMM
TP)ZP, X KP,J'TMJ

Postupné vypocteme a do sitového grafu zndzornime nasledujici veli¢iny

ZM,, =TM, =0
KM, =ZM,, +t, =0+3=3
™, =KM,, =3

M, =TM, =0
KM, =ZM +1,,=0+8=8
T™, = KM, =8

ZM,, =TM, =0
KM, =ZM,, +t,=0+9=9
™, =KM,, =9

M, =TM, =3
KM, =ZM, +1,, =3+7=10
M, =TM, =8

KM, =ZM +t,, =8+0=8
TM ; = max(KM 5, KM ;)= max(10, 8) =10
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M, =TM, =3
KM,  =ZM,, +t,, =3+9 =12
T™, = KM, =12

My, =TM, =8
KM, =ZM,, +t,, =8+7=15
T™, = KM,, =15

IM  =TM =10

KM =7ZM 4+t =10+8 =18

IM ., =TM, =15

KM, =7ZM ,  +1., =15+4 =19

TM = max(KM ,, KM )= max(18,19) =19

IM , =TM, =9

KM, =7ZM, +1,, =9+8=17

IM ., =TM, =15

KM .y =ZM ,, +1,, =15+5=20

M, = max(KM ,,, KM, )= max(17, 20) = 20

IMg,, =TM, =12

KM\, =2ZM,, +tg,, =12+7 =19

ZIMg,, =TM, =19

KMy, =ZMg,, +i15,, =19+5=24

ZIM,,, =TM, =20

KM,y =ZM,,, +1,,, =20+ 6 =26

T™,, = max(KM,,,, KM,,, KM, ,, )= max(19, 24, 26) = 26

Nejkratsi doba prichodu siti (nejkratsi doba, za kterou lze projekt uskutec¢nit) je 26 Cas.

jednotek. Situaci po 1. fazi vypoctu ukazuje obr. 6.17. Maximalni hodnoty nejdfive moznych
konct Cinnosti, které stanovuji nejdfive mozny termin uzlu, do kterého mifi, jsou podtrzeny.

4. Faze Il — vypocet nejpozdéji piipustnych koncii a za¢atki ¢innosti
Vzhledem k tomu, Ze neni zadan planovany termin ukonceni projektu, polozme
TP, =TM,, =26
Postupné vypocteme a do sitového grafu znazornime nésledujici veliciny

KP,y =TP, =26
ZB o = KF ) — 1500 =26-7=19
TP, =ZF;,, =19
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Obr. 6.17

KPF,, =TP, =26
ZR,, = KK, —tg,) =26 -5=21
TP = ZF;,, =21

KF,,, =Th, =26
ZF, ) = KFy ;) —t5,0 =26 -6 =20
TF, = ZF,,, =20

KP,, =TP, =21

ZPg = KPy —t,, =21-4=17

KP,, =TP, =20

ZP, =KP, —t,, =20-5=15

TP, = min(ZP,, ZP,,) = min(17,15) =15

KP, =TP, =21
ZPSS :KP53 _tsg :21_8 :]_3
TP, =ZP, =13

KP, =TF, =20
ZPy = KPjg —t,, =20-8=12
TP, =ZP, =12

KP, =TP, =13
ZP =KPys —t;, =13-0=13
KP,, =TP, =15

ZP,, =KP,, —t,; =15-7=8
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TP, = min(ZP,;, ZP,,) = min(13, 8) =8

KP,, =TP, =13
7P, =KP, —1,, =13-7=6
KP,, =TP, =19

ZP,, = KPy, —1,, =19-9=10
TP, = min(ZP,, ZP,;) = min(6,10)= 6

KP, =TP, =6
ZPR, =KP, -1, =6-3=3
KP, =TP, =8
ZP; =KP; —t; =8-8=0
KP, =TP, =12

7P, =KP, —t, =12-9=3
TP, = min(ZP,, ZP,, ZP,,) = min(3, 0,3) = 0

Kritickou cestu lze pro ptipad, kdy 7P, =TM,,, s vyhodou stanovit tak, ze kritické

¢innosti tvofici kritickou cestu prochazi pies uzly k,, pro které plati 7M, = TP, . Kriticka cesta
je tvofena ¢innostmi B, F, J a M resp. (1,3), (3,7), (7,9) a (9,10). Situaci po IL fazi vypoctu
ukazuje obr. 6.18. Minimalni hodnoty nejpozdéji piipustnych zacatkl ¢innosti, které stanovuji
nejpozdéji piipustny termin uzlu, jsou podtrzeny. Kriticka cesta je v grafu vyznacena tucné.

5. Faze Il — vypocet Casovych rezerv

Vypocet ¢asovych rezerv celkové, volné a nezavislé je usporadan v tab. 6.3. Pii vypoctu jsou
pouzity vypoctené hodnoty nejdiive moznych a nejpozdéji ptipustnych terminti uzld a vztahy
(6.4.9), (6.4.10) a (6.4.11).
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¢innost pocatecni uzel | koncovy uzel | ¢ rezerva | C.rezerva | C.rezerva
celkova volna nezavisla
(i) t; ™, | TP, | TM, | TP, RC; RV, RN,

A (1,2 3 0 0 3 6 3 0 0
B |13 | 8 0 0 8 8 0 0 0
c |lasn| o 0 0 9 12 3 0 0
D | (2,6) 9 3 6 12 19 7 0 0
E | (25 7 3 6 10 13 3 0 0
F 3.7 7 8 8 15 15 0 0 0
G | 49| 8 9 12 | 20 | 20 3 3 0
H (5,8) 8 10 13 19 21 3 1 0
I (7,8) 4 15 15 19 21 2 0 0
J (7,9) 5 15 15 20 20 0 0 0
K |6,10)| 7 12 | 19 | 26 | 26 7 7 0
L [(8,10) 5 19 21 26 26 2 2 0
M |(9,10) 6 20 20 26 26 0 0 0

Tab. 6.3

6.4.2 Casova analyza sité pomoci PERT

Pii pouziti CPM k planovani a fizeni prib¢hu projektu se neberou v tuvahu zadné
stochastické aspekty. V praxi se vSak v nékterych pfipadech neda presné uréit doba trvani
¢innosti. Pfedevsim u projekti z oblasti vyvoje a vyzkumu se jedna zpravidla o unikatni ¢innosti,
s jejichz realizaci jsou jen malé nebo zadné zkuSenosti. Vznika tedy potieba vyjadrit zavislost
vysledki Casové analyzy na piesnosti vstupnich tdaja sitového modelu.

Pokud deterministicky ohodnocena sit’ piestane byt adekvatnim modelem skute¢nosti, je
nutné pro ¢asovou analyzu projektu vyjit ze stochasticky ohodnoceného sitového grafu, z kterého
vychézi metoda PERT. Na rozdil od CPM nejsou tedy k dispozici pfesné doby trvani ¢innosti, a
proto se vychazi z predpokladu, Ze trvani jednotlivych ¢innosti ma nahodny charakter a jeho
rozdéleni lze adekvatné popsat n€kterym statistickym rozdélenim.

Pro ¢asové ohodnoceni hrany sitového modelu PERT se stanovuji na zdkladé expertniho
odhadu pro kazdou ¢innost (i,j) tf1 doby trvani:

= nejpravdépodobné;si odhad - m;,
* optimisticky odhad - g;;,
= pesimisticky odhad - b, .

Nejpravdepodobnéjsi odhad doby trvani ¢innosti vychazi z normalnich podminek pii jeji
realizaci. Optimisticky odhad odpovida nejkratSimu pfedpokladanému trvani innosti za extrémné
ptiznivych podminek, pesimisticky odhad predstavuje nejdelsi predpokladané trvani Cinnosti,
ktery ptihlizi k moznému vyskytu neptiznivych podminek.
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Nejvhodnéjsi aproximaci rozdéleni dob trvani jednotlivych Cinnosti jako stochastickych
veli€in je beta rozdéleni. Jeho uziteCnou vlastnosti krome& unimodalnosti a kone¢ného variacniho
rozpéti je, ze v zavislosti na hodnotach parametrd mize byt jak symetrické tak riznym zplisobem
pozitivné nebo negativné seSikmené. Umoziuje tedy dostatecné pruzné modelovat rozdeéleni
hustoty pravdépodobnosti trvani jednotlivych ¢innosti.

Za ptedpokladu beta rozdéleni dob trvani Cinnosti Ize ze tii odhadd pro kazdou ¢innost
stanovit zakladni charakteristiky rozdéleni, t. sttedni hodnotu y,, smérodatnou odchylku 0, a

rozptyl ij

Stfedni hodnotu trvani libovolné ¢innosti (7,7) 1ze pfiblizné vyjadfit jako
a; +4m; +b,

6

Interpretuje se tak, ze s pravd€podobnosti 0.5 je skute¢nd doba trvani Cinnosti y; < y,;. V

.)_}ij_

(6.4.12)

ptipadé symetrického rozdé¢leni plati, Ze )717 = m,. Vzhledem k tomu, Ze beta rozd€leni je
unimodalni, lze pro jeho rozpéti pouzit vztah b, — a; =60, . Pro smérodatnou odchylku, resp.
rozptyl pak dostaneme

b. — a.
_ Y ij
g, = —6 , (6.4.13)
- a.
2 _ 1 ij
g, = c . (6.4.14)

Pro vSechny ¢innosti projektu se tedy nejprve stanovi odhady stiednich hodnot dob jejich
trvani a ty se pouziji k ohodnoceni hran v sitovém grafu. Potom lze pfistoupit k vypoctu kritické
cesty a Casovych rezerv Cinnosti stejnym zpuisobem jako v ptipadé CPM.

Jestlize doby trvani ¢innosti jsou vzajemné nezavislé a maji shodna beta rozdéleni, pak
sttedni hodnota trvani celého projektu T je dana souctem stfednich hodnot trvani kritickych
¢innosti, které jsou v piipadé metody PERT stochastickymi veli¢inami. Stejné tak smérodatna
odchylka i rozptyl doby trvani projektu O, resp. 027 jsou rovny souc¢tu smerodatnych odchylek
resp. rozptylt trvani jednotlivych ¢innosti na kritické cesté.

Ptfi Casové analyze sit¢ metodou PERT, vzhledem k ndhodnému charakteru dob trvani
¢innosti, je vhodné stanovit také pravdépodobnost ukonceni projektu za dobu T a
pravdépodobnost, ze napft. cely projekt skonéi za pfedem uréenou dobu, ktera se lisi od spoctené
stfedni hodnoty T, ptip. stanovit stfedni hodnotu doby realizace projektu, jestlize pripustime, ze
s urcitou pravdépodobnosti projekt neskonc¢i v dobé T ,ale pozdéji.

Tyto charakteristiky Ize vypocitat za predpokladu, Ze rozdé€leni doby trvani projektu jako
nahodné veli¢iny lze aproximativné popsat napt. normdinim rozdélenim, coz je zpravidla splnéno
pro dostateéné velky pocet ¢innosti (alespon 30) na kritické cesté (na zakladé centralni limitni
véty). Hledané pravdépodobnosti se pak urc¢i jako hodnoty distribu¢ni funkce normalniho
rozdéleni.

Pro nahodnou veli¢inu # normovanou ve tvaru
_ T -T

l=—-"
UT
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kterd ma normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a s jednotkovym rozptylem, l1ze nalézt
odpovidajici pravdépodobnosti v tabulce hodnot distribucni funkce normovaného normalniho
rozdéleni.

Pravdépodobnost p(T <T ), ze skute¢na doba realizace projektu nepiekro¢i vypoétenou

sttedni hodnotu trvani projektu T, je rovna 0.5. Podobné Ize vycislit pravdépodobnosti dodrzeni
termintt ukonceni i nekterych rozhodujicich etap projektu - tzv. milnikii nebo dokonce
jednotlivych ¢innosti.

Priklad.

Tab. 6.4 reprezentuje zadani sité jako modelu projektu skladajiciho se ze 14 Cinnosti a 8

uzlil. Pro jednotlivé Cinnosti jsou znamy ti1 odhady doby trvani (ve dnech) - a;,m,, bii a z nich

podle rovnic (6.4.12) a (6.4.13) spoctené hodnoty )_}ii a g;. Ulohou je nalézt kritickou cestu

metodou PERT, stanovit stiedni hodnotu trvani projektu a uréit pravdépodobnost, Zze doba
realizace celého projektu nepiekro¢i urcity limit, napt. 158 dni.

(i) 4 n; by Vi g
a,2) 9 13.5 27 15 3
(1,3) 24 27 30 27 1
(1,4) 15 21 27 21 2
2.3) 45 54 81 57 6
Q2.4) 54 57 60 57 1
2.5) 30 36 60 39 5
(3.5) 15 16.5 27 18 2
3,7) 9 12 33 15 4
“,5) 24 27 30 27 1
(4.6) 36 4 66 45 5
(5.6) 18 21 24 21 1
(5,7) 9 12 15 12 1
(6,8) 4 45 66 48 4
(7.8) 14 17 20 17 |
Tab. 6.4

Na obrazku 6.19 je znazornéna hranové ohodnocena sit' projektu - hrany jsou
ohodnoceny hodnotami y, dle tabulky 6.4. Kritickou cestu stanovime stejné jako v metodé CPM

vypoctem nejdiive moznych a nejpozdé€ji pripustnych terminti uzla - tvofi ji posloupnost uzli
1,2,4,5,6,8. Na obr. 6.19 i v tab. 6.4 je kriticka cesta vyznacena tucné¢.

Stfedni hodnota doby realizace projektu T a smérodatna odchylka doby trvani projektu
O, jsou dany souctem odpovidajicich hodnot kritickych ¢innosti. Tedy

T =168dni, o, =10dni.
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Obr. 6.19

Predpokladame-li pfiblizn€ normalni rozdéleni doby trvani projektu, mizeme napf.
stanovit (pouzitim tabulky distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdé€leni), Ze s
pravdépodobnosti 0.683 skonci cely projekt v rozmezi 7' + 0, t.j. v intervalu od 158 do 178 dni.
Ukonceni projektu v intervalu T +20,,t]j. za 148 az 188 dni, 1ze ocekavat s pravdépodobnosti
0.955.

Stanovme pravdépodobnost, ze projekt skon¢i o 10 dni dfive, neZ je spoctena stredni
hodnota T :

158 - 168
T<158) = pih<—_°°H= plr<-1)= 0.1
p(T<158) p§< 5 @p(t< ) =0.159,

t.j. pravdépodobnost realizace projektu nejpozdéji za 158 dni je pouze 15.9%.

Pokud ptipustime napt. 10%-ni riziko, Ze projekt nebude ukoncen v pozadované lhite
(odpovidajici pravdépodobnost je 0.90), nalezneme v tabulce normovaného normalniho rozdéleni
odpovidajici hodnotu ¢ = 1.28. Z rovnice

T -168
10

vypoéteme dobu trvani projektu 77 = 180.8. Je-li tedy stanovena planovana doba realizace
projektu na 181 dni, bude s 10%-ni pravdépodobnosti skute¢na doba trvani projektu delsi.

1.28 =

Podobné vysledky lze ziskat i pro jednotlivé milniky, ptip. pro vSechny uzly sitového
grafu.

6.4.3 Casové niakladova analyza sité

Metody CPM i PERT predstavuji velmi zjednoduSené modely realnych tloh v tom
smyslu, Ze jedinym kritériem pii hledani kritické cesty je ¢as. V praxi je vSak nutné posuzovat
nejen prubéh a celkovou realizaci projektu, ale i efektivnost projektu jako celku, t.j. z hlediska
zavislosti délky jeho trvani na spotfebovanych prostiedcich nebo zdrojich nebo na souhrnném
ukazateli - vys$i nakladu.

Hledisko nakladii je zpravidla zakladnim kritériem efektivnosti projektu. Délku trvani
nekterych nebo vSech Cinnosti Ize obvykle zkratit vynaloZzenim vétsiho objemu prostiedkil ¢i
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zdroju pfi realizaci projektu, t.j. zvySenim piimych nakladl na projekt, které jsou dany souctem
pfimych nakladti na jednotlivé cinnosti. Tim vznika urcity pocet kombinaci dob trvéani
jednotlivych ¢innosti, které vedou k ukonceni projektu v planovaném terminu. Kazdé z moznych
kombinaci odpovida urcita vySe nakladi a nabizi se tim tloha nalezeni takové optimalni Casové-
nakladové kombinace Cinnosti, kterd napf. minimalizuje vysi celkovych pfimych nakladi
projektu pii dodrzeni daného terminu ukonéeni nebo doby trvani projektu. Reseni takové alohy je
mozné napt. pomoci CPM/COST, coz je v podstaté metoda kritické cesty rozsifena o nakladové
hledisko (analogicky PERT/COST).

Zavislost doby trvani a primych nakladii cinnosti.

Pti hledani nakladové optimalni kritické cesty se vychazi z predpokladu, ze normalni (t.j.
nejdelsi pripustné) dob€ trvani Cinnosti (i,/), ozna¢me ji D,;, odpovidaji normalni (t.j. minimalni)

pfimé néklady, ozname je ¢; (D) Zkraceni doby trvani libovolné ¢innosti vyzaduje vynalozeni
dodatecnych nakladt, nejkratsi moznou dobu trvani ¢innosti (7,j) oznacme dg a ji odpovidajici

maximalni piimé naklady c; (d )

Dobea trvani ¢innosti y,; se tedy miiZze pohybovat v intervalu

d, <y, <D,, (6.4.15)
podobné pro vysi piimych nékladt ¢, = f (yy) plati
¢,(D)< ¢, <c,(a). (6.4.16)

Zavislost pfimych nakladi na dobé trvani jednotlivych ¢innosti lze zpravidla vyjadrit
spojitymi nakladovymi kiivkami, vétSinou se vSak vystaci s jejich diskrétnimi hodnotami v

s Co (d)J a |_D, C; (D)J nebo

i [/

linearni funkci v tomto intervalu. Hodnota nakladové kiivky v bodu |_D, C; (D)J odpovida

[/

kone¢ném intervalu, vymezeném krajnimi body o soufadnicich |_d

normalnimu rezimu cinnosti, vySe nakladi v bodu |_d 5 Cij (d )J charakterizuje maximalné
intenzivni rezim ¢innosti.

Rovnici pfimky, zndzornujici pro kazdou ¢innost sitového modelu aproximativné pribch
zavislosti ¢; na y;, lze psat ve tvaru

¢ = b, - a;y; kde a; 2 0, bl] > 0. (6.4.17)

J

Regresni koeficient a, ktery je smémici pfimky (6.17), se vypocte pro vSechny cinnosti ze

[j’

(d)-c.(D
a; = —C”( )=,(p) (6.4.18)
Y D, - d,j

VZOrce

a nazyva se koeficientem ndkladového spadu, nebot’ udava praimérné zvyseni ptimych nakladt
vyvolané zkracenim doby trvani pfislusné ¢innosti o jednotku.

Zavislost doby trvani a primych nakladii projektu.

Dobu realizace projektu T lze zkratit pouze vynaloZenim dodatecnych nakladi u
kritickych ¢innosti, zatimco u nekritickych ¢innosti by se tim jen zvysily ¢asové rezervy téchto
¢innosti.

Pro normélni (nejdelsi ptipustné) doby trvéani viech €innosti, tj. pro y,; = D, , oznatme

[j >
celkovou dobu realizace projektu 7, (maximalni) a ji odpovidajici pfimé naklady projektu c;,.
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Maji-li v8echny Cinnosti nejkratsi moznou dobu trvéni, tj. y, = d,, oznatme celkovou

dobu realizace projektu 7', (minimalni) a ji odpovidajici pfimé naklady c,. j
Piipustna doba realizace projektu se tedy mtize pohybovat v intervalu
I,<T<T,,
pritom pro odpovidajici vysi ptimych nékladd projektu c(T ) plati
cp < c(T ) <c,.

Celkové ptimé naklady na projekt Ize s vyuzitim rovnice (6.4.17) vyjadiit jako soucet

linedrnich nékladovych funkei mnoziny vSech hran (¢innosti). Tedy
()= b, -a,»,).  ij=12..n (64.19)
i.J

Optimaliza¢ni tloha pak spo&iva bud’ v minimalizaci celkovych piimych nakladii ¢(T)
pfi dané maximalné piipustné dobé trvani projektu 7, nebo v minimalizaci doby realizace
projektu pii stanovené vysi jeho celkovych ptimych nékladd. Za predpokladu linearni zavislosti
¢asu a pifimych nakladd a pfi znalosti nejkrats$i mozné a nejdelsi pripustné doby trvani kazdé
¢innosti dij, resp. Dii lze ulohu formulovat jako problém parametrického linearniho
programovani s parametrem 7.

Matematicky model minimaliza¢ni Glohy celkovych ptimych nakladii 1ze zformulovat:
hledame takové nezaporne hodnoty dob trvani ¢innosti y,, které spliiuji omezeni
tj(o) - ti(o) =

t,()-1,0) =T

(6.4.20)
Yij <D,
Yij 2d,;
a minimalizuji ucelovou funkci
c(r) = Z(b,»j - a,y,) - min, (6.4.21)

i,J

Reseni tuloh tohoto typu standardnimi postupy matematického programovani neni
vétSinou efektivni, proto byly vyvinuty specidlni algoritmy zalozené na vlastnostech dudlnich
uloh a jsou realizovany vyhradné na pocitaci.

Zavislost doby trvani a celkovych nakladii projektu.

Vzhledem k tomu, Ze srealizaci projektu jsou kromé piimych nakladi na jednotlivé
¢innosti spojeny i nepfimé néaklady souvisejici s realizaci projektu jako celku, pfihlizi se
v ¢asoveé-nakladové analyze sité€ k celkovym nakladim projektu.

Neprimé ndklady projektu c(T ) predstavuji vétSinou rezijni naklady pfip. ztraty, které
vznikaji napf. prodlouzenim doby projektu. Zjednodusené predpokladejme, ze jsou opét linedrni
funkci doby realizace projektu 7.

Celkové ndklady projektu N, (T ) lze pak vyjadiit jako souéet obou druhi nakladu,
tedy

N, (T)=c(T)+c(T). (6.4.22)
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Optimalni kritickou cestu z hlediska celkovych nakladi na projekt lze urcit jako
minimum nékladové funkce (6.4.22) vzhledem k 7" z intervalu 7, <7 < T, . Timto postupem se

stanovi doba realizace 7T}, ktera odpovida minimalni vysi celkovych nakladi na projekt.

Jelikoz o dobé realizace projektu rozhoduji doby trvani kritickych ¢innosti, 1ze dospét ke
snizeni celkovych nakladl projektu pouze zkracenim doby trvani ¢innosti na kritické cesté, pro

které navic musi platit, Ze a, <a, kde a je regresni koeficient linearni funkce nepfimych

nakladt vyjadritelné ve tvaru

o(T)=b+al, pro T, <T<T,. (6.4.23)

Optimalni dobu trvani projektu 7;, pro kterou je vynaloZzeni minimalnich celkovych

naklad minimalni, 1ze aproximativng¢ stanovit nasledujicim zptisobem:

Krok 1. Nalezneme kritickou cestu vsiti pro normélni doby trvani vSech Cinnosti D, a

stanovime vychozi maximalni dobu realizace projektu 7, a ji odpovidajici vysi
celkovych nakladi N, (T, ).

Krok 2. Vyhleddme na vychozi kriticke cesté ¢innost a minimalnim koeficientem a;; a plati-li

a; <a, zkratime dobu jejiho trvani na d ; @ ur¢ime novou kritickou cestu a s ni
spojené naklady.

Krok 3. Postup kroku 2 opakujeme tak dlouho, pokud existuje né¢jaka dosud nezkracena ¢innost,
pro kterou plati a; <a.

6.4.4 Casové zdrojova analyza sité

Metody sitové analyzy urcené pro fizeni projektd umoznuji kromée jiz uvedenych casové
a Casové-nakladové analyzy také analyzu zdroji resp. kapacit. Jednotlivé ¢innosti vyzaduji vzdy
ur¢ité zdroje, jako napt. pracovni sily, vyrobni zafizeni a stroje, dopravni prostfedky, energie,
ruzné druhy materidlli, finanéni prostfedky. Vzhledem k tomu, zZe jejich disponibilni kapacity
jsou zpravidla omezené, je tfeba znat v libovolném Casovém obdobi realizace projektu potiebu
téchto zdroji a bilancovat ji s disponibilnimi kapacitami. Jinak se miaze stat, ze kriticka cesta
stanovend jen na zaklad¢ Casové analyzy sit¢ neni z divodu nedostatku potiebnych zdroju
realizovatelna.

V nasledujicim bude popsan dva typy uloh, jejichz feSeni je mozné pomoci Casove-
zdrojové analyzy sitového grafu.

Vyrovnavani potieby zdrojii.

Predmétem feSeni tkolu je dosahnout co nejrovnomérnéj$iho vyuzivani jednotlivych
zdrojli v prib&hu realizace projektu pomoci regulace jejich spotfeby. Tim lze snizit maximalni
potfebu zdrojd, aniz by se prodlouzila doba trvani celého projektu. Princip regulace potieby
v ptipadé jednoho spotifebovavaného zdroje bude ukézan na ptikladu.

Priklad.

Na obr. 6.20 je ve formé sloupcového Casového diagramu zakresleno vysledné casové
teSeni, ziskané pii urceni kritické cesty vsiti o 6 uzlech a 8 ¢innostech pomoci CPM. Na

vodorovné ose je vyznacen ¢as v tydnech, na svislé ose jednotlivé ¢innosti (i, j ) Cisla v kazdém
z obdélnikil vyjadiuji naroky ptislusné ¢innosti na financ¢ni prostfedky v tisicich K¢. Prerusované
cary vyznacuji nejpozdé€ji ptipustné konce téch cCinnosti,, které maji kladné celkové Casové
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rezervy, pfitom vSechny ¢innosti zacinaji v nejdfive moznych terminech. Kritickou cestu v délce
20 tydna tvoti posloupnost ¢innosti (1, 3), (3, 4), (4, 5) a (5, 6).

(1,6)
(1,2)
(1.3) |
(1,4)
(2,5)
(3.4)
(4,5)
(5.6)

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Obr. 6.20

Pomoci ¢asového diagramu na obr. 6.20 mizeme sestrojit graf znazornujici rozdéleni
vynakladanych finan¢nich prostiedki v Case, ktery se nazyva diagram potreby zdrojii. Ziskame
ho jednodus$e sumarizaci narokt na financni prostfedky za vSechny paraleln€ probihajici ¢innosti
v kazdém obdobi — viz obr. 6.21.

500
450
400
350
300
250
200
150
100

50

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Obr. 6.21

Z diagramu na obr. 6.21 je ziejmé, ze naroky na financni prostiedky jsou v prib&hu
realizace projektu znacn¢ variabilni a pohybuji se od 480 000 K¢ v patém az osmém tydnu do
20 000 K¢ v patnactém az dvacatém tydnu. Zaroven je z obr. 6.20 vidét, Ze ¢innosti (1, 6), (1, 2),
(1, 4) a (2, 5) maji kladné celkové Casové rezervy. Lze tedy posunout terminy jejich zacatku
v rozmezi téchto rezerv, aniz by doslo k ke zpozdéni zahajeni ndslednych ¢innosti. Provedeme-li
posunuti zacatki ¢innosti tak, jak je zndzornéno na obr. 6.22 (zacatek Cinnosti (1, 6) je, posunut
do tfinactého tydne, Cinnost (1, 2) do tietiho tydne a Cinnost (2, 5) do sedmého tydne). dostaneme
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Obr. 6.23

Rozvrhovani omezenych zdrojii.

Zakladni optimaliza¢ni tlohou kalendainiho planovani projekti pii omezenych zdrojich
je ur¢eni minimalni doby realizace celého projektu 7' (Z ), kterd respektuje v kazdém casovém
obdobi disponibilni kapacity vyuzivanych zdroji. Vychodiskem pro kapacitné piipustné doby
trvani projektu je opét kriticka cesta stanovena na zakladé ¢asové analyzy sit¢ pomoci CPM nebo

PERT, tj. bez ohledu na dana omezeni disponibilnich zdroji, a vypoctené Casové rezervy
jednotlivych ¢innosti.

Uvazujme opét pro zjednoduseni pouze jeden zdroj s konstantni disponibilni kapacitou
Z po celou dobu realizace projektu. Jestlize T je délka kritické cesty stanovena pomoci ¢asové
analyzy sité¢ a v zadném intervalu nepiekro¢i potieba zdroje disponibilni kapacitu Z, pak pro
minimalni dobu trvani projektu 7T (Z ) plati T’ (Z ) =T.
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VyzZaduje-li pouze z Casového hlediska stanovena kriticka cesta, byt i jen v nékterém
obdobi, kapacitu zdroje vétsi nez Z, je nutné posunout zacatky jedné nebo vice ¢innosti. Pokud se
tak bude dit jen v ramci existujicich ¢asovych rezerv, nedojde ke zpozdéni zacatkli nasledujicich
¢innosti a tedy ani k prodlouzeni kritické cesty. V opatném piipadé¢ je dodrzeni podminky
omezeného Cerpani kapacity zdroje mozné pouze za cenu prodlouzeni celkové doby trvani
projektu.

Priklad.

Uvazujme predchazejici ptiklad stim rozdilem, Ze maximaln¢ piipustné Cerpani
finan¢nich prosttedkl v kazdém tydnu je 200 000 K¢. Z obr. 6.24 a 6.25 je patrno, ze dodate¢nou
podminku lze splnit pouze za cenu prodlouzeni kritické cesty o dva tydny. Proti situaci na obr
6.22 je cinnost (1, 6) je posunuta o dva tydny nad rdmec své Casové rezervy a v celkovém
disledku je to ona, ktera zpusobi prodlouzeni kritické cesty. Posun ¢innosti (1, 2) a (2, 5) o dva
tydny se jiz uskuteciiuje v ramci jejich ¢asovych rezerv.

e e e e
(1,2) prmmmammees |I| _____________ —— S T A

13 1z — — — — H— p— T
(1,4) :SI_______; ________ TR— S T— — T

7 I N S — —5 T T~ b
(3,4) .......... ........... ........... .......... ......... ..........
@5 | T | T I _—
(5,6) ............. ............. ............. ............. ............. | | 2 | | .............

250
200
150
100

50

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Obr. 6.25

v oW v

Praktické ukoly sitového planovani pfi omezenych zdrojich Ize efektivné fesit s pomoci
pocitace. Existuji v podstaté dva pristupy — heuristické nebo aproximativni, které umoznuji nalézt
zpravidla suboptimalni feSeni a jednak metody zaloZené napt. na linedrnim programovani resp.
jinych metodach matematické optimalizace.
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